Τιμολόγηση παραγώγων προϊόντων με χρήση μεθόδων Monte Carlo by Κωστούλη, Νίκη-Μαύρα & Kostouli, Niki-Mavra
ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ
ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ
ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ
Τιμολόγησvη Παραγώγων Προϊόντων με χρήσvη των
μεθόδων Monte Carlo
Κωσvτούλη Νίκη-Μαύρα




ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ
ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ





Λουλάκης Μιχαήλ Κολέτσvος Ιωάννης Σpiηλιώτης Ιωάννης






3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Κωστούλη Νίκη-Μαύρα
Διpiλωματούχος Εφαρμοσμένων Μαθηματικών & Φυσικών Εpiιστημών Ε.Μ.Π.
Copyright, Κωστούλη Νίκη-Μαύρα, 2016
Με εpiιφύλαξη piαντός δικαιώματος. All rights reserved.
Αpiαγορεύεται η αντιγραφή, αpiοθήκευση και διανομή της piαρούσας εργασίας εξ
ολοκλήρου ή τμήματος αυτής για εμpiορικό σκοpiό. Εpiιτρέpiεται η ανατύpiωση, α-
piοθήκευση και διανομή για σκοpiό μη κερδοσκοpiικό, εκpiαιδευτικής ή ερευνητικής
φύσης, υpiό την piροϋpiόθεση να αναφέρεται η piηγή piροέλευσης και να διατηρείται
το piαρόν μήνυμα. Ερωτήματα piου αφορούν τη χρήση της εργασίας για κερδο-
σκοpiικό σκοpiό piρέpiει να αpiευθύνονται piρος τον συγγραφέα. Οι αpiόψεις και τα
συμpiεράσματα piου piεριέχονται σε αυτό το έγγραφο εκφράζουν τον συγγραφέα και






Αρχικά θα ήθελα να ευχαριστήσω ιδιαίτερα τον εpiιβλέpiοντα μου καθηγητή κ. Λου-
λάκη, για τη συνεχή καθοδήγηση του στην εκpiόνηση της piαρούσας διpiλωματικής,
αλλά και για την ευκαιρία piου μου έδωσε με την ανάθεσή της. Εpiιpiρόσθετα, θα
ήθελα να ευχαριστήσω ξεχωριστά τα μέλη της εpiιτροpiής για τη σημαντική συμ-
βολή τους στην piεραίωση της διpiλωματικής εργασίας. Τέλος θέλω να piω ένα
μεγάλο ευχαριστώ στην οικογένεια μου και τους φίλους μου, για την στήριξη και




Σκοpiός της piαρούσας διpiλωματικής εργασίας είναι η χρήση μεθόδων Monte Carlo
για την τιμολόγηση χρηματοοικονομικών piροϊόντων. Οι μέθοδοι αυτοί εν γένει
αpiοτελούν ένα σημαντικό εργαλείο για την piροσομοίωση διαφόρων τυχαίων φαι-
νομένων. Σε αυτή την διpiλωματική θα φανεί piως μpiορούν να χρησιμοpiοιηθούν
στην τιμολόγηση διαφόρων piαραγώγων piροϊόντων.
Το κείμενο είναι piρακτικά χωρισμένο σε δύο μέρη. Αρχικά piαρατίθενται οι βασικές
έννοιες καθώς και η θεωρία στην οpiοία βασίζονται οι μέθοδοι μας. Στη συνέχεια
piαρουσιάζεται η εφαρμογή των μεθόδων σε διαφόρων ειδών piαράγωγα piροϊόντα.
Στο piρώτο κεφάλαιο αναλύονται κάpiοιοι βασικοί τρόpiοι για την piαραγωγή τυχαίων
δειγμάτων, τόσο αpiλών τυχαίων μεταβλητών, όσο και στοχαστικών διαδικασιών.
Οι μέθοδοι αυτοί θα χρησιμοpiοιηθούν κατά κόρον κατά την τιμολόγηση των piα-
ραγώγων. Εν συνεχεία στο δεύτερο κεφάλαιο piαρουσιάζονται οι βασικές αρχές
των μεθόδων Monte Carlo, ο τρόpiος λειτουργίας και εφαρμογής τους, όpiως εpiίσης
και τεχνικές piου ελαττώνουν τη διασpiορά των αpiοτελεσμάτων τους. Εpiιpiρόσθετα,
στο δεύτερο κεφάλαιο φανερώνεται η σχέση των μεθόδων αυτών με την τιμολόγη-
ση, αφού piαρουσιάζεται η θεωρία τιμολόγησης, στην οpiοία θα βασιστούμε στη
συνέχεια.
Στο τρίτο κεφάλαιο υpiάρχει η τιμολόγηση τριών piαραγώγων piροϊόντων piου έχουν
γνωστή θεωρητική τιμή. Συνοpiτικά, γίνεται τιμολόγηση αυτών, με τις μεθόδους
Monte Carlo και στη συνέχεια συγκρίνεται η εκτιμώμενη αξία με την θεωρητική.
Στο τέταρτο κεφάλαιο υpiάρχουν δύο piροϊόντα με άγνωστη θεωρητική αξία, όpiου
εpiιχειρούμε να τα τιμολογήσουμε. Εpiιpiρόσθετα στο τέταρτο κεφάλαιο piαρατίθεται





Monte Carlo methods are widely used in simulation of various random phenom-
ena. This thesis focuses on a variety of Monte Carlo methods used in Derivative
pricing and consists of four parts. The first two parts are theoretical whereas
the next two are computational. For the computational part, R software envi-
ronment was used.
In the first part various methods for simulating random variables and processes
are represented. These methods will be widely used in the next parts. In the
second part, Monte Carlo estimators, as well as variance reduction methods for
these estimators are introduced. After this central concepts from the derivative
pricing theory are reviewed.
The third part consists of three derivatives, with a known theoretical price.
Initially we price these derivatives with the Monte Carlo methods. After this we
compare our results to the theoretical. The fourth part consist of two derivatives,
with an unknown theoretical price. We price these with Monte Carlo methods,
just like before. Furthermore we use a variance reduction method for the price
estimator of a derivative, and we compare the results to the ordinary estimator
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Κεφάλαιο 1
Παραγωγή δειγμάτων
Στο piαρόν κεφάλαιο θεωρείται δεδομένη η ύpiαρξη τυχαίων μεταβλητών U1, U2, . . . , UN
piου ακολουθούν την ομοιόμορφη κατανομή στο διάστημα [0, 1]. Η συνάρτηση κα-
τανομής αυτών των τυχαίων μεταβλητών είναι η ακόλουθη
P(U i ≤ x) =

0, x < 0
x, 0 ≤ x < 1
1, x ≥ 1
Οι τυχαίες μεταβλητές αυτές θα χρησιμοpiοιηθούν στις piαρακάτω μεθόδους, ώστε
μέσω διαφόρων μετασχηματισμών piου θα αναλυθούν, να piαραχθούν τυχαίες με-
ταβλητές αpiό εpiιθυμητές κατανομές καθώς και piοικίλες στοχαστικές διαδικασίες.
1.1 Τυχαίες μεταβλητές
1.1.1 Η μέθοδος του αντίστροφου μετασχηματισμού
Η γενικότερη μέθοδος για την piαραγωγή μίας τυχαίας μεταβλητής, piου piροέρχεται
αpiό μία κατανομή με συνεχή συνάρτηση κατανομής F (x), είναι η λεγόμενη μέθο-
δος του ῾Α῾ντίστροφου Μετασχηματισμού᾿᾿ και η λειτουργία της βασίζεται στην
piαρακάτω piρόταση.
Πρόταση. Ας υpiοθέσουμε την τυχαία μεταβλητή U ∼ U [0, 1] . Για οpiοιαδήpiοτε
γνησίως μονότονη συνάρτηση κατανομής F η τυχαία μεταβλητή της μορφής
X = F−1(U)
θα ακολουθεί την κατανομή F . Σημειώνεται piως ως F−1(u) ορίζεται η τιμή x για
την οpiοία ισχύει F (x) = u .
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Αpiόδειξη. Η συνάρτηση κατανομής της τυχαίας μεταβλητής X μας δίνει
FΧ(a) = P{X ≤ a} = P{F−1(U)} ≤ a (1.1.1)
Δεδομένου ότι η F (x) είναι μονότονη συνάρτηση, θα ισχύει ότι F−1(U) ≤ a αν
και μόνο εάν ισχύει ότι U ≤ F (a). Εpiομένως η 1.1.1 γίνεται
FΧ(a) = P{U ≤ F (a)} = F (a)
Σύμφωνα λοιpiόν με την piαραpiάνω piρόταση μpiορούμε να piαραγάγουμε μία τυ-
χαία μεταβλητή X αpiό την συνεχή κατανομή F (x) αpiλά piαράγοντας μία τυχαία
μεταβλητή αpiό την ομοιόμορφη κατανομή στο [0, 1] και στη συνέχεια θέτοντας
X = F−1(U). Παράλληλα η εύρεση της αντίστροφης συνάρτησης F−1(X) δεν
είναι piάντοτε μία εύκολη διαδικασία και σε αρκετές piεριpiτώσεις είναι ακόμη και
αδύνατο να υpiολογιστεί, για αυτό το λόγο η μέθοδος αυτή δεν είναι εφαρμόσιμη
piαρά σε piολύ αpiλές piεριpiτώσεις.
Παράδειγμα. Ας υpiοθέσουμε piως εpiιθυμούμε να piαραγάγουμε ένα τυχαίο δε-
ίγμα, piλήθους N αpiό την εκθετική κατανομή με piαράμετρο 1. ΄Εχοντας στη
διάθεση μας N ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές αpiό την ομοιόμορφη κατανομή
στο [0, 1] είμαστε σε θέση να piαραγάγουμε το δείγμα. Η συνάρτηση κατανομής
της εκθετικής κατανομής με piαράμετρο θ θα είναι
F (xi) = P(Xi ≤ xi) =
{
1− e−θxi xi > 0
0 xi ≤ 0
Εpiομένως αν εργαστούμε με τον piάνω κλάδο, σύμφωνα με τη μέθοδο θα έχουμε
1− e−θxi = ui
όpiου ύστερα αpiό piράξεις piροκύpiτει
xi = −1
θ
log(1− ui) Z=⇒ F−1(Ui) = −1
θ
log(1− Ui)
Θέτοντας τελικάXi = − 1θ log(1−Ui) για κάθε i ∈ [1, N ] λαμβάνουμε το εpiιθυμητό
δείγμα. Αξίζει να σημειωθεί piως η μεταβλητή 1−Ui v U [0, 1] άρα ο τύpiος μpiορεί
να γίνει ισοδύναμα Xi = − 1θ log(U ′i) για κάθε i ∈ [1, N ] όpiου U ′i v U [0, 1].
1.1.2 Μέθοδος αpiοδοχής-αpiόρριψης
΄Οpiως αναφέρθηκε στην piροηγούμενη ενότητα, η εύρεση της αντίστροφης συνάρ-
τησης F−1(x) της εpiιθυμητής συνάρτησης κατανομής δεν είναι piάντοτε εφικτή.
Εpiιpiρόσθετα ακόμη και αν είναι, μpiορεί να υpiάρχουν εναλλακτικοί τρόpiοι piαρα-
γωγής της τυχαίας μεταβλητής, οι οpiοίοι είναι piιο αpiοτελεσματικοί. Η μέθοδος
1.1. ΤΥΧΑΙΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 19
῾Α῾piοδοχής-Αpiόρριψης᾿᾿ ανακαλύφθηκε στα τέλη της δεκαετίας του 1950 αpiό τον
Von Neumann, αpiό το piανεpiιστήμιο του Princeton. Ας υpiοθέσουμε piως θέλου-
με να piαραγάγουμε μία τυχαία μεταβλητή X αpiό την κατανομή F , η οpiοία έχει
συνάρτηση piυκνότητας piιθανότητας f(x), και piαράλληλα έχουμε ήδη τρόpiο να piα-
ράγουμε αpiό μία άλλη κατανομή G, με συνάρτηση piυκνότητας piιθανότητας g(x),
η οpiοία ῾῾μοιάζει᾿᾿ με την f(x).
Συγκεκριμένα το piηλίκο f(y)g(y) piρέpiει να είναι φραγμένο αpiό έναν θετικό piραγμα-
τικό αριθμό c όσο το δυνατόν piιο κοντινό στη μονάδα. Παρακάτω piαρατίθεται το
αλγόριθμος της μεθόδου, όpiου η ζητούμενη τυχαία μεταβλητή είναι η Y .
Αλγόριθμος μεθόδου Αpiοδοχής Αpiόρριψης
1. Παράγουμε τ.μ. X ∼ G
2. Παράγουμε τ.μ. U ∼ U([0, 1])
3. Αν U ≤ f(y)c g(y) θέτουμε Y = X αλλιώς εpiιστρέφουμε στο 1
Το γεγονός ότι η Y ακολουθεί την κατανομή F δεν piροκύpiτει άμεσα. Για να το
αpiοδείξουμε αυτό θα piρέpiει να δείξουμε ότι
P[Y ≤ y |U ≤ f(Y )
c g(Y )
] = F (y)
Θέλουμε λοιpiόν να υpiολογίσουμε αυτή την δεσμευμένη piιθανότητα. Γνωρίζουμε
piως σύμφωνα με τον τύpiο της δεσμευμένης piιθανότητας, αυτή θα ισούται
P[Y ≤ y |U ≤ f(Y )
c g(Y )
] =
P[U ≤ f(Y )c g(Y ) |Y ≤ y] P[Y ≤ y]
P[U ≤ f(Y )c g(Y ) ]
(1.1.2)
Γνωρίζουμε piως η X ∼ G, εpiομένως έχουμε P[X ≤ x] = G(x) και μένει να
υpiολογίσουμε τις άλλες δύο piιθανότητες piου εμφανίζονται στο piηλίκο.
Αρχικά για την piιθανότητα στον piαρονομαστή piαρατηρούμε piως η δεσμευμένη
piιθανότητα P[U ≤ f(Y )c g(Y ) |Y = y] = f(y)c g(y) . ΄Αρα αν βγάλουμε τη δέσμευση και
χρησιμοpiοιήσουμε το γεγονός ότι X ∼ G, δηλαδή ότι η Y ∼ G θα έχουμε
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Στη συνέχεια υpiολογίζοντας την piρώτη piιθανότητα piου εμφανίζεται στον αριθμητή
θα piροκύψει
P[U ≤ f(Y )
c g(Y )
|Y ≤ y] =







P[U ≤ f(Y )
c g(Y )










P[U ≤ f(Y )
c g(Y )
|Y ≤ y] = F (y)
cG(y)
(1.1.4)
΄Υστερα αpiό αυτή την ανάλυση καταλήγουμε στο συμpiέρασμα ότι ο αλγόριθμος της
μεθόδου Αpiοδοχής-Αpiόρριψης piράγματι λειτουργεί, αφού η εξίσωση 1.1.2 λόγω
των 1.1.3 και 1.1.4 γίνεται
P[Y ≤ y |U ≤ f(Y )
c g(Y )
] = F (y)
Παράδειγμα. Στο piαρόν piαράδειγμα θα γίνει χρήση μίας μεθόδου piαραγωγής
τυχαίας μεταβλητής δύο διαστάσεων αpiό την τυpiική κανονική, η οpiοία θα αναλυθεί
στη συνέχεια, της μεθόδου ῾῾Box Müller᾿᾿. Ας υpiοθέσουμε λοιpiόν piως έχουμε στη
διάθεση μας αυτή τη μέθοδο και θέλουμε να piαραγάγουμε μία τυχαία μεταβλητή
αpiό την αpiό κοινού κατανομή των Z1 ∼ N(0, 13 ) και Z2 ∼ N(0, 23 ) οι οpiοίες
είναι ανεξάρτητες. Η κατανομή αpiό την οpiοία εpiιθυμούμε να piαραγάγουμε έχει
συνάρτηση piυκνότητας piιθανότητας



































Η τελευταία ανισότητα ισχύει αφού η συνάρτηση ex ≤ 1 ∀x ≤ 0. Εpiομένως
αρκεί να εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο της μεθόδου ῾Α῾piοδοχής-Αpiόρριψης᾿᾿ για να
λάβουμε την εpiιθυμητή τυχαία μεταβλητή.
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1.1.3 Μονοδιάστατες τυχαίες μεταβλητές αpiό την Κα-
νονική κατανομή
Η piαραγωγή τυχαίων μεταβλητών αpiό την Κανονική κατανομή είναι εφικτή με
τις piαραpiάνω μεθόδους, αλλά έχουν αναpiτυχθεί ειδικοί τρόpiοι piαραγωγής τους
piου αξίζουν να αναφερθούν χωριστά, καθώς η διαδικασία αpiλοpiοιείται αρκετά.
Συγκεκριμένα θα αναλυθεί η μέθοδος «Box Müller» η οpiοία θα χρησιμοpiοιηθεί
σε εξαιρετικό βαθμό στις εpiόμενες ενότητες όpiως εpiίσης και η piολική μέθοδος.
Μία τυχαία μεταβλητή X ακολουθεί την Κανονική κατανομή με μέση τιμή µ και






2 σ2 , x∈ R
Συμβολίζεται X ∼ N(µ, σ2)
Μία ειδική piερίpiτωση της Κανονικής κατανομής αpiοτελεί η Τυpiική Κανονική κα-
τανομή, όpiου μία τυχαία μεταβλητή Z είναι αpiό αυτήν αν ακολουθεί την Κανονική
κατανομή με μέση τιμή 0 και διασpiορά 1.
Συμβολίζεται Z ∼ N(0, 1)
Αξίζει να σημειωθεί piως οι piαρακάτω μέθοδοι piαράγουν τυχαίες μεταβλητές αpiό
την τυpiική Κανονική κατανομή. Αν υpiοθέσουμε piως θέλουμε να piαράξουμε αpiό
την Κανονική κατανομή με μέση τιμή µ και διασpiορά σ2 αρκεί να κάνουμε μία αpiλή
μετατροpiή. ΄Εστω Z v N(0, 1) τότε γνωρίζουμε piως η μεταβλητή X = µ+σZ v
N(µ, σ2). Εpiομένως αρκεί να έχουμε στη διάθεση μας μία μεταβλητή αpiό την
τυpiική Κανονική για να piαράξουμε οpiοιαδήpiοτε μεταβλητή αpiό όpiοια Κανονική
εpiιθυμούμε.
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Σχήμα 1.1.1: Γραφική piαράσταση συνάρτησης piυκνότητας piιθανότητας της Κα-
νονικής Κατανομής για διάφορες τιμές των piαραμέτρων
Μέθοδος Box-Müller
Η μέθοδος αυτή piαράγει μία τυχαία μεταβλητή αpiό την δισδιάστατη τυpiική κα-
νονική κατανομή, δηλαδή δύο ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές αpiό
την τυpiική κανονική κατανομή όpiως ορίστηκε piροηγουμένως. Ο αλγόριθμος της
μεθόδου βασίζεται στην ακόλουθη piρόταση
Πρόταση. ΄Εστω Z1, Z2 δύο ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές αpiό
την τυpiική κανονική κατανομή, τότε ισχύουν τα ακόλουθα
i) η τυχαία μεταβλητή R = Z21 +Z22 ακολουθεί την εκθετική κατανομή με piαράμε-
τρο 1/2, δηλαδή έχει συνάρτηση κατανομής F (x) = P{X ≤ x} = 1−e− 12x,για x >
0
ii) η τυχαία μεταβλητή Θ = Arg(Z1 + i Z2) ακολουθεί την ομοιόμορφη κατα-
νομή στο [0,2pi] και είναι ανεξάρτητη της R.









2 . Η αpiό κοινού συνάρτηση κατανομής των R και Θ θα
είναι











Κάνοντας αλλαγή σε piολικές συντεταγμένες, δηλαδή θέτοντας
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x = r cos θ , y = r sin θ , x2 + y2 = r2
με τα νέα όρια ολοκλήρωσης να είναι


























Βλέpiουμε λοιpiόν piως piράγματι οι μεταβλητές R και Θ είναι ανεξάρτητες, αφο-
ύ η αpiό κοινού συνάρτηση κατανομής τους είναι το γινόμενο μίας ομοιόμορφης
κατανομής στο [0, 2pi], ο όρος w2pi , και μιας εκθετικής, ο όρος (1− e−u).
Εpiομένως, σύμφωνα με την piρόταση, για να piαραχθεί ένα διάνυσμα (Z1, Z2) αρ-
κεί να έχουμε στη διάθεση μας μία τυχαία μεταβλητή αpiό την ομοιόμορφη στο
[0, 2pi] και μία αpiό την εκθετική με piαράμετρο 1. Στην ενότητα της μεθόδου του
῾Α῾ντίστροφου Μετασχηματισμού᾿᾿ έγινε piαράθεση του piαραδείγματος piαραγωγής
τυχαίας μεταβλητής αpiό την εκθετική κατανομή με piαράμετρο θ,άρα με αpiλή α-
ντικατάσταση θ = 1 έχουμε τη μία ζητούμενη μεταβλητή. Για την piαραγωγή της
ομοιόμορφης στο [0, 2pi] θα κάνουμε χρήση μίας ομοιόμορφης τυχαίας μεταβλητής
U1στο [0, 1], όpiου η 2piU1 ∼ U([0,2pi]). Σύμφωνα λοιpiόν με την piαραpiάνω ανάλυ-
ση η μέθοδος έχει τα εξής βήματα, όpiου Z1 και Z2 είναι οι ζητούμενες τυχαίες
μεταβλητές
Αλγόριθμος μεθόδου Box-Müller
1. Παράγουμε U1, U2 ∼ U([0,1])
2. Θέτουμε Z1 =
√−2 ln(1− U2)cos(2piU1) και
Z2 =
√−2 ln(1− U2)sin(2piU1)
Με εφαρμογή αυτού του αλγορίθμου λαμβάνουμε ένα διάνυσμα τυχαίων μεταβλη-
τών αpiό την τυpiική κανονική. Στο σχήμα 1.1.2 βλέpiουμε το ιστόγραμμα του και
εν συνεχεία εφαρμόζουμε έναν έλεγχο κανονικότητας στην R και λαμβάνουμε το
σχήμα 1.1.3. Εpiομένως piράγματι το piαραγόμενο διάνυσμα ανήκει στην τυpiική
κανονική κατανομή με εξαιρετική ακρίβεια.
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Σχήμα 1.1.2: Ιστόγραμμα διανύσματος αpiό την τυpiική κανονική κατανομή, το
οpiοίο λήφθηκε με ένα εκατομμύριο εpiαναλήψεις του αλγορίθμου Box-Müller
Σχήμα 1.1.3: Γράφημα ελέγχου κανονικότητας διανύσματος piου piαράχθηκε αpiό
την μέθοδο Box-Müller
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1.1.4 Πολυδιάστατες τυχαίες μεταβλητές αpiό την Κα-
νονική κατανομή
Η piαραγωγή piολυδιάστατων κανονικών τυχαίων μεταβλητών είναι αpiαραίτητη στις
εpiόμενες ενότητες και ειδικά στην piαραγωγή τυχαίων μονοpiατιών στοχαστικών
ανελίξεων.
΄Ενα τυχαίο διάνυσμαX = (X1, . . . , Xd) ∈ Rd ακολουθεί την d-διάστατη Κανονική
κατανομή με διάνυσμα μέσων τιμών µ ∈ Rd και piίνακα συνδιασpiορών Σ ∈ Rd ×
Rd , με στοιχεία Σij = Cov[Xi, Xj ], ο piίνακας Σ είναι συμμετρικός και θετικά
ημιορισμένος. Αξίζει να σημειωθεί piως η κάθε i-οστή συνιστώσα του διανύσματος
X ακολουθεί την κανονική κατανομή με μέση τιμή την i-οστή συνιστώσα του
διανύσματος των μέσων τιμών και διασpiορά Σii. Εpiιpiρόσθετα αν ο piίνακας Σ




− 12 (x−µ)>Σ−1(x−µ), x∈ Rd
Συμβολίζεται X ∼ N(µ,Σ)
Μία ειδική piερίpiτωση της d-διάστατης Κανονικής κατανομής αpiοτελεί η d-διάστατη
Τυpiική Κανονική κατανομή, όpiου μία τυχαία μεταβλητή Z είναι αpiό αυτήν αν
ακολουθεί την Κανονική κατανομή με διάνυσμα μέσων τιμών το 0Rd και piίνακα
συνδιασpiορών τον μοναδιαίο d×d piίνακα I . Σε αυτή τη piερίpiτωση κάθε συνιστώσα
i του διανύσματος είναι ανεξάρτητη με κάθε συνιστώσα j με j 6= i, αφού για j 6= i
έχουμε Σij = Cov[Xi, Xj ] = 0.
Συμβολίζεται Z ∼ N(0Rd , Id)
Δύο piολύ σημαντικές ιδιότητες τόσο για την piαραγωγή τυχαίων μεταβλητών αpiό
αυτή τη κατανομή, όσο και για τις εpiόμενες ενότητες είναι οι ακόλουθες.
Ιδιότητα 1 (γραμμικού μετασχηματισμού): ΄ΕστωX ∼ N(µ,Σ),X = (X1, . . . , Xd) ∈
Rd, A ένας k×d piίνακας, k ∈ Z και ένα διάνυσμα u με διάσταση d. Τότε γνωρίζου-
με ότι u+AX ∼ N(u+Aµ, A>ΣA). Δηλαδή κάθε γραμμικός συνδυασμός μίας
piολυδιάστατης κανονικής κατανομής, piροέρχεται και αυτός αpiό την piολυδιάστατη
κατανομή.















, όpiου τα Xi,
µi μpiορούν να είναι διανύσματα και τα Σij μpiορούν να είναι διανύσματα ή piίνακες.
Αν υpiοθέσουμε ότι ο Σ22 είναι αντιστρέψιμος, έχουμε ότι
(X1 |X2 = x) v N (µ1 + Σ12Σ−122 (x− µ2) , Σ11 − Σ−122 Σ21)
Δεδομένων αυτών των ιδιοτήτων ας θεωρήσουμε ότι θέλουμε να piαραγάγουμε μία
τυχαία μεταβλητή X αpiό την d-διάστατη κανονική κατανομή N(µ,Σ). Είμαστε σε
θέση, δεδομένων των μεθόδων για την piαραγωγή μονοδιάστατων τυpiικών κανονι-
κών μεταβλητών, να piαράξουμε διανύσματα αpiό την d-διάστατη τυpiική κατανομή.
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Αφού όλες οι συνιστώσες του διανύσματος θα ακολουθούν την N(0, 1) και είναι
ανεξάρτητες μεταξύ τους, αρκεί να piαραγάγουμε d τυpiικές κανονικές μεταβλητές,
για να λάβουμε ένα d-διάστατο διάνυσμα Z αpiό την d-διάστατη τυpiική κατανομή.
Γνωρίζοντας λοιpiόν την piρώτη ιδιότητα θα έχουμε piως
X = µ+AZ v N(µ,A>A)
Εpiομένως για να βρούμε την εpiιθυμητή τυχαία μεταβλητή X μένει να βρούμε
έναν piίνακα A ο οpiοίος να μας δίνει A>A = Σ. Δηλαδή στην piραγματικότη-
τα το piρόβλημα piαραγωγής τυχαίων μεταβλητών αpiό την piολυδιάστατη κανονική
κατανομή ανάγεται στην εύρεση του κατάλληλου piίνακα A όpiως piεριγράφηκε piροη-
γουμένως.
1.2 Τυχαία μονοpiάτια στοχαστικών ανελίξε-
ων
Η ανάγκη μαθηματικής piεριγραφής και μοντελοpiοίησης συστημάτων τα οpiοία εξε-
λίσσονται χρονικά κατά τρόpiο piου piεριέχει, σε μικρό ή μεγάλο βαθμό, τυχαιότητα,
και όχι κατά τρόpiο piροσδιοριστικό οδήγησε στην ανάpiτυξη της Θεωρίας των Στο-
χαστικών Ανελίξεων ή Στοχαστικών Διαδικασιών (Stochastic Processes).
Για τη μαθηματική piεριγραφή της τυχαιότητας στην εξέλιξη ενός στοχαστικού
συστήματος ας συμβολίσουμε με X(t) την κατάσταση του συστήματος κατά την
χρονική στιγμή t, t ≥ 0. Θεωρούμε ότι για κάθε t η κατάσταση Χ(t) είναι μια
τυχαία μεταβλητή η οpiοία ορίζεται piάνω σε ένα χώρο piιθανότητας (Ω,F ,P) κοινό
για όλα τα t. Είναι δηλαδή η X(t), για συγκεκριμένοt, μια αpiεικόνιση X(ω, t) με
piεδίο ορισμού το δειγματικό χώρο Ω ενός piειράματος τύχης και τιμές στο R, ή στο
Rk γενικότερα. Για συγκεκριμένο ω ∈ Ω έχουμε την συνάρτηση Χ(ω, t) = x(t),
t ≥ 0, η οpiοία αpiοτελεί μια ’τροχιά’ ή ’μονοpiάτι’ (sample path) αpiό όλες τις
δυνατές τροχιές piου μpiορούν να piροκύψουν αpiό τον χώρο piιθανότητας (Ω,F ,P)
και την οικογένεια των τ.μ.{Xt}t≥0. Γενικεύοντας την ερμηνεία του t ως στοιχείου
ενός piαραμετρικού συνόλου T , και χρησιμοpiοιώντας τον όρο τυχαία μεταβλητή
ενιαία, είτε δηλαδή piρόκειται για μονοδιάστατες είτε piρόκειται για piολυδιάστατες,
έχουμε τον piαρακάτω ορισμό.
Ορισμός. Στοχαστική Ανέλιξη καλείται κάθε οικογένεια τυχαίων μεταβλητών
{Xt}t∈T ορισμένων piάνω σε ένα κοινό χώρο piιθανότητας (Ω,F ,P).
Μία κατηγορία στοχαστικών διαδικασιών piου θα ασχοληθούμε, είναι οι λεγόμενες
ανελίξεις Gauss.
Ορισμός. Μία στοχαστική διαδικασία {Xt}t≥0 θα καλείται ανέλιξη Gauss αν
∀k ∈ N και για κάθε (t1, . . . , tk) ∈ T k η κατανομή του διανύσματος είναι κανονική.
Στις εpiόμενες ενότητες θα δούμε ακριβείς μεθόδους piαραγωγής μονοpiατιών στο-
χαστικών ανελίξεων Gauss. Με τον όρο ’ακριβείς’ εννοούμε piως η αpiό κοινού
κατανομή των piαραγόμενων τιμών, σε διακριτές χρονικές στιγμές, συμpiίpiτει με
αυτή των τιμών σε συνεχή χρόνο.
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1.2.1 Μονοδιάστατη κίνηση Brown
Ορισμός. Μία στοχαστική ανέλιξη {Wt}0≤t≤T θα καλείται ανέλιξη Wiener, ή
αλλιώς τυpiική μονοδιάστατη κίνηση Brown, αν έχει τις ακόλουθες ιδιότητες
1. W0 = 0
2. η αpiεικόνιση t 7→Wt είναι, με piιθανότητα 1, συνεχής στο διάστημα [0, T ]
3. οι piροσαυξήσεις {Wt1−Wt0 , Wt2−Wt1 , . . . ,Wtk−Wtk−1} είναι ανεξάρτητες
∀k ∈ N και για ∀ 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tk ≤ T
4. οι piροσαυξήσεις Wt −Ws v N(0, t− s), ∀t, s τέτοια ώστε 0 ≤ s ≤ t ≤ T
Λόγω των 1 και 4 έχουμε ότι
Wt v N(0, t) ∀t ∈ [0, T ]
Ορισμός. Για σταθερές µ και σ > 0, η {Xt}0≤t≤T θα καλείται μονοδιάστατη
κίνηση Brown με piαράμετρο drift µ και σταθερά μεταβλητότητας σ2, αν η Xt−µtσ
είναι ανέλιξη Wiener ή αλλιώς αν γράφεται στη μορφή
Xt = µt+ σWt
όpiου Wt ανέλιξη Wiener.
Παρατηρούμε piως για σταθεροpiοιημένο t ισχύει ότι Xt v N(µt, σ2t). Εpiιpiρόσθε-
τα η Xt είναι η λύση της στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης
dXt = µ+ σdWt
Η piαραγωγή των μονοpiατιών θα γίνει σε κάpiοιες σταθερές χρονικές στιγμές εντός
του [0, T ] και θα βασιστεί στα ακόλουθα
Αρχικά piαρατηρούμε piως το διάνυσμα της κίνησης WienerW piου αντιpiροσωpiεύει











Wt1 + (Wt2 −Wt1)
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΄Αρα θα ακολουθεί την n-διάστατη κανονική κατανομή N(0Rn ,Σ), λόγω της ιδιότη-
τας του γραμμικού μετασχηματισμού, αφού το διάνυσμα(
Wt1 , Wt2 −Wt1 , · · · ,Wtn −Wtn−1
)>
ακολουθεί την n-διάστατη κανο-
νική σύμφωνα με το 4 του ορισμού της κίνησης Brown.
Εν συνεχεία αν υpiοθέσουμε piως έχουμε στη διάθεση μας ένα διάνυσμα Z =
(Z1, · · · , Zn) αpiό την n-διάστατη τυpiική κανονική κατανομή, σύμφωνα και piάλι
με την ιδιότητα του γραμμικού μετασχηματισμού, αρκεί να βρούμε έναν piίνακα A
τέτοιον ώστε A>A = Σ. Προφανώς λόγω του ότι Wt v N(0, t) ∀t ∈ [0, T ] το
διάνυσμα μέσω τιμών για το W θα είναι το 0Rn . Συμpiερασματικά θα έχουμε piως
W = AZ.
Εύρεση των piινάκων Α και Σ
Για τον piροσδιορισμό του piίνακα Σ piρέpiει να βρεθούν οι συνδιακυμάνσεις μεταξύ
των συνιστωσών του διανύσματος W . ΄Εστω λοιpiόν δύο χρονικές στιγμές s, t ∈
[0, T ] με s < t, τότε θα έχουμε
Cov(Ws,Wt) = Cov(Ws,Ws + (Wt −Ws))
= Cov(Ws,Ws) + Cov(Ws,Wt −Ws) = s+ 0
= min{s, t}
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
Ο κατάλληλος piίνακας A piου θα έχει την ιδιότητα A>A = Σ μpiορεί να βρεθεί με
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
΄Αρα λοιpiόν καταλήγουμε τελικά στο συμpiέρασμα ότι
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΄Αρα βλέpiουμε ότι οι τιμές του μονοpiατιού της ανέλιξης Wiener μpiορούν να piα-
ραχθούν μέσω του αναδρομικού τύpiου
Wti+1 = Wti +
√
ti+1 − tiZi+1
Τέλος ο αλγόριθμος για την piαραγωγή μονοpiατιού της ανέλιξης Wiener είναι ο
ακόλουθος
Προσομοίωση κίνησης Brown
1. Παίρνω μία διαμέριση του [0, T ] την 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tk ≤ T
2. Θέτω W0 = 0
3. Παράγω k ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές Zi αpiό την τυpiική
κανονική κατανομή
4. Για i = 1, . . . k
Θέτω Wti = Wti−1 +
√
ti − ti−1Zi
Για την piαραγωγή ενός μονοpiατιού της κίνησης Brown με piαράμετρο drift µ και
συντελεστή διασpiοράς σ2, θα εργαστούμε με τον ίδιο τρόpiο, όpiου τώρα γνω-
ρίζοντας piως το διάνυσμα της ανέλιξης Brown piροέρχεται αpiό την n-διάστατη
κανονική και piως για κάθε συνιστώσα ισχύει ότι Xt v N(µt, σ2t), θα έχουμε



































































Εpiομένως ο αλγόριθμος για την piαραγωγή piαραμένει ο ίδιος, με τη μόνη διαφορά
ότι αλλάζει ο αναδρομικός τύpiος, ο οpiοίος γίνεται
Xti = Xti−1 + µ(ti − ti−1) + σ
√
ti − ti−1Zi
Σχήμα 1.2.1: Γραφική piαράσταση εκατό μονοpiατιών της κίνησης Wiener στο [0, 1]
με βήμα διαμέρισης 0.01
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Σχήμα 1.2.2: Δύο μονοpiάτια της κίνησης Brown με piαράμετρο drift μ=0 και
διαφορετικές μεταβλητότητες, αριστερά στο χρονικό διάστημα [0, 10] και δεξιά στο
διάστημα [0, 1].
Στο σχήμα 1.2.1 βλέpiουμε τη γραφική piαράσταση εκατό μονοpiατιών της κίνησης
Wiener στο [0, 1] με βήμα διαμέρισης 0.01. Στο σχήμα 1.2.2 έχουμε δύο μονοpiάτια
της κίνησης Brown, το ένα με piαράμετρο drift 0 και μεταβλητότητα 0.25 (μpiλε)
και το άλλο με piαράμετρο drift 0 και μεταβλητότητα 0.75. Αριστερά βλέpiουμε τη
συμpiεριφορά τους στο διάστημα [0, 10] και δεξιά στο διάστημα [0, 1]. Η διαμέριση
του χρόνου έγινε ανά 0, 01.
Ο τρόpiος piαραγωγής piου αναpiτύχθηκε ως αυτό το σημείο, piροσομοιώνει διαδοχι-
κά τιμές του μονοpiατιού piου εpiιθυμούμε, αpiό τα αριστερά piρος τα δεξιά. Εναλλα-
κτικά είμαστε σε θέση να piαραγάγουμε τις τιμές με οpiοιαδήpiοτε σειρά piροτιμούμε,
δεδομένου ότι σε κάθε βήμα piροσομοιώνουμε αpiό την σωστή κατανομή piου μας
υpiοδεικνύουν οι ήδη piαραχθείσες τιμές. Ας υpiοθέσουμε piως γνωρίζοντας ότι
W0 = 0 piροσομοιώνουμε την τελευταία τιμή, στη συνέχεια την μεσαία κοκ. Αυτή
η τεχνική, η οpiοία ονομάζεται ’Γέφυρα Brown’ μας δίνει μία εικόνα για το piως
θα κινηθούν οι τιμές του μονοpiατιού αρκετά γρηγορότερα και είναι piολύ χρήσιμη
στις εpiόμενες ενότητες. Η ’Γέφυρα Brown’ είναι εφικτή λόγω της ιδιότητας της
δέσμευσης piου piαρατέθηκε στη ενότητα 1.1.4.
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Ας υpiοθέσουμε αρχικά ότι έχουμε 0 < u < s < t όpiου γνωρίζουμε piως Wu = x
και Wt = y και εpiιθυμούμε να piροσομοιώσουμε το Ws. Θα χρησιμοpiοιήσουμε
την ιδιότητα της δέσμευσης για να βρούμε την κατανομή του Ws δεδομένων των
Wu και Wt. Γνωρίζουμε piως το διάνυσμα των τριών αυτών τιμών ακολουθεί την
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
Η ιδιότητα της δέσμευσης θα μας δώσει για τη μέση τιμή










(t− s)x+ (s− u)y
(t− u)
και για τη διασpiορά























΄Αρα λοιpiόν έχουμε ότι
(Ws|Wu = x, Wt = y) v N
(





Γενικότερα, ας υpiοθέσουμε piως οι τιμές Ws1 = x1, Ws2 = x2, . . . ,Wsk = xk του
μονοpiατιού της κίνησης Brown έχουν οριστεί στις χρονικές στιγμές s1 < s2 <
· · · < sk και εpiιθυμούμε να βρούμε την Ws δεδομένων αυτών των τιμών. Αν
υpiοθέσουμε piως si < s < si+1 θα έχουμε
P[Ws = x|Wsj = xj , j = 1, . . . , k] = P[Ws = x|Wsi = xi, Wsi+1 = xi+1]
Αυτό piροκύpiτει αpiό την ’Μαρκοβιανή ιδιότητα’ piου χαρακτηρίζει την κίνηση Brown,
δηλαδή δεδομένης της Wsi η Ws είναι ανεξάρτητη αpiό κάθε Wt με t < si και δε-
δομένης της Wsi+1 η Ws θα είναι ανεξάρτητη αpiό κάθε Wt με t > si+1. ΄Αρα η
κατανομή για την Ws δεδομένων όλων των ήδη piροσομοιωμένων τιμών θα είναι(
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με
µ =




(s− si)(si+1 − s)
(si+1 − si)
Για να piροσομοιώσουμε λοιpiόν τιμές για το μονοpiάτι της κίνησης Brown αρκεί να
θέσουμε
Ws = µ+ σZ
όpiου Z v N(0, 1) ανεξάρτητη αpiό κάθε τιμή του μονοpiατιού. Εpiαναλαμβάνο-
ντας αυτή τη διαδικασία λαμβάνουμε όσες τιμές του μονοpiατιού εpiιθυμούμε, με
οpiοιαδήpiοτε σειρά.
Ο piαρακάτω αλγόριθμος μας δίνει ένα μονοpiάτι piου αρχικά piαράγουμε την τελευ-
ταία του τιμή, ύστερα τη μεσαία, και σε κάθε βήμα piαράγουμε την μεσαία τιμή
του κάθε διαστήματος piου δημιουργείται, δεδομένων των ήδη piροσομοιωμένων
piλησιέστερων, στην εpiιθυμητή τιμή, τιμών του μονοpiατιού. Με αυτό τον τρόpiο
δημιουργούμε μονοpiάτια όpiου το piλήθος των τιμών τους είναι κάpiοια δύναμη του
2. Αν θέλουμε κάpiοιο piλήθος piου δεν είναι ακριβώς 2k για κάpiοιο k ∈ N piαράγου-
με την piλησιέστερη τιμή και piροσθέτουμε στη συνέχεια τις τιμές piου εpiιθυμούμε.
Προσομοίωση γέφυρας Brown
1. Παράγουμε Z1, . . . Zm v N(0, 1)
2. Θέτουμε h = 2m, jmax = 1, Wh =
√
thZh, t0 = 0, W0 = 0
3. Για k = 1, . . . ,m θέτουμε
imin = h/2, i = imin, l = 0, r = h
για j = 1, . . . , jmax θέτουμε
a = ((tr − ti)Wl + (ti − tl)Wr)/(tr − tl)
b =
√
(ti − tl)(tr − ti)/(tr − tl)
Wi = a+ bZi
i = i+ h, l = l + h, r = r + h
jmax = 2 ∗ jmax
h = imin
Ο piαραpiάνω αλγόριθμος piαράγει μονοpiάτι αpiό την τυpiική κίνηση Brown, ή α-
νέλιξη Wiener. Αν θέλαμε να piαράξουμε ένα μονοpiάτι αpiό την κίνηση Brown
με piαράμετρο drift µ το μόνο piου θα άλλαζε στην όλη διαδικασία θα ήταν ο υ-
piολογισμός της τελικής τιμής του μονοpiατιού, καθώς η δεσμευμένη μέση τιμή
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με την
Xtn = µtn +
√
tnZn
Εpiιpiλέον αν η ανέλιξη έχει και συντελεστή μεταβλητότητας σ2 , η κατανομή της(
Ws|Wsi = xi, Wsi+1 = xi+1
)
piαραμένει η κανονική με την ίδια μέση τιμή, και
διασpiορά piολλαpiλασιασμένη με σ.
1.2.2 Πολυδιάστατη κίνηση Brown
Ορισμός. Η d-διάστατη κίνηση Brown είναι μία ανέλιξη
W (t) = (W1(t), . . . ,Wd(t))
>, 0 ≤ t ≤ T
με τις ακόλουθες ιδιότητες:
i)W (0) = 0Rd
ii)τα δειγματικά της μονοpiάτια είναι συνεχή
iii)έχει ανεξάρτητες piροσαυξήσεις
iv)W (t)−W (s) v N(0Rd , (t− s)Id), ∀0 ≤ s < t ≤ T
Εpiομένως κάθε μία αpiό τις ανελίξεις Wi(t), i = 1, . . . , d, είναι μία μονοδιάστατη
τυpiική κίνηση Brown και, εφόσον Cov[Wi(t),Wj(s)] = 0 για i 6= j, ∀t, s ≥ 0, και
Wi, Wj κανονικές, οι ανελίξεις Wi και Wj θα είναι ανεξάρτητες.
Ορισμός. Η d-διάστατη κίνηση Brown με drift µ ∈ Rd και μεταβλητότητα
Σ ∈ Rd × Rd είναι μία ανέλιξη X(t) = (X1(t), . . . , Xd(t))> με συνεχή δειγ-
ματικά μονοpiάτια και με ανεξάρτητες piροσαυξήσεις, για την οpiοία ισχύει ότι
X(t)−X(s) v N((t− s)µ, (t− s)Σ).
Αpiό τα στοιχεία του piίνακα Σ piροσδιορίζονται οι συνδιακυμάνσεις των συντελε-
στών του διανύσματος X στους χρόνους s, t μέσω της εξίσωσης
Cov[Xi(s), Xj(t)] = min{s, t}Σij , για i 6= j







 tΣ11 · · · tΣ1d... . . . ...
tΣd1 · · · tΣdd


Η piροσομοίωση μονοpiατιών αpiό τη κ-διάστατη κίνηση Brown είναι αρκετά αpiλή,
καθώς κάθε συνιστώσα του διανύσματος X είναι μία κίνηση Brown ανεξάρτητη
αpiό κάθε άλλη συνιστώσα. Εpiομένως αρκεί να χρησιμοpiοιήσουμε τις μεθόδους
piου έχουμε στη διάθεση μας για την μονοδιάστατη piερίpiτωση.
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1.2.3 Γεωμετρική κίνηση Brown
Μία ακόμη στοχαστική διαδικασία piου έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον και μεγάλη ε-
φαρμογή στα εpiόμενα κεφάλαια είναι η λεγόμενη ¨Γεωμετρική κίνηση Brown’. Η
γεωμετρική κίνηση Brown είναι μία στοχαστική ανέλιξη {St}t∈T η οpiοία έχει την
ιδιότητα ότι η ln(St) είναι κίνηση Brown. Δηλαδή ορίζεται να είναι η St = eXt
όpiου Xt είναι κίνηση Brown. Η σημαντικότερη διαφορά της γεωμετρικής αpiό την
αpiλή κίνηση Brown, είναι piως η piρώτη piαίρνει piάντα θετικές τιμές, ένα χαρακτηρι-
στικό piου είναι piολύ χρήσιμο για να χαρακτηρίσουμε την τιμή μετοχών. Αξίζει να
σημειωθεί piως σε αντίθεση με την κίνηση Brown, η οpiοία έχει ανεξάρτητες piρο-







, . . . ,
Stn − Stn−1
Stn−1
είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές για 0 < t1 < . . . < tn
Ορισμός. Μία στοχαστική διαδικασία {St}t∈T θα καλείται γεωμετρική κίνηση
Brown με piαράμετρο drift µ και συντελεστή μεταβλητότητας σ2 αν είναι λύση της
στοχαστικής διαφορικής εξίσωσης
dSt = St µdt+ St σ dWt (1.2.1)
όpiου Wt είναι μία ανέλιξη Wiener.
΄Εστω Wt να είναι μία ανέλιξη Wiener και η Xt να είναι μία κίνηση Brown και
piαράμετρο drift µ και σταθερά μεταβλητότητας σ2. Αν θέσουμε St = S0eXt ≡
















Εφαρμόζοντας τώρα τον κανόνα του Itô στην ln(St) έχουμε ότι
dln(St) = (µ− 1
2
σ2)dt+ σdWt




Γενικότερα για u < t έχουμε
36 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΔΕΙΓΜΑΤΩΝ
St = Sue
(µ− 12σ2)(t−u)+σ(Wt−Wu)
Η piαραγωγή ενός μονοpiατιού αυτής της στοχαστικής διαδικασίας μpiορεί να γίνει
εύκολα, αφού γνωρίζουμε piως η ανέλιξη Wiener έχει ανεξάρτητες piροσαυξήσεις,




ti+1−tiZi+1 για i = 0, . . . , n− 1
όpiου Zi v N(0, 1)
Σχήμα 1.2.3: Δύο μονοpiάτια της γεωμετρικής κίνησης Brown με ίδια μεταβλη-
τότητα, διαφορετική piαράμετρο drift και διαφορετική αρχική τιμή
Στο σχήμα 1.2.3 βλέpiουμε τη συμpiεριφορά δύο μονοpiατιών της γεωμετρικής κίνη-
σης Brown με ίδια μεταβλητότητα, διαφορετικές piαραμέτρους drift και διαφορετι-
κές αρχικές τιμές. Με κόκκινο έχουμε ένα μονοpiάτι με piαραμέτρους µ = 0.1 και
αρχική τιμή S0 = 0.3, ενώ με μpiλε έχουμε ένα μονοpiάτι με piαραμέτρους µ = 0.05




Σε αυτό το κεφάλαιο θα αναpiτυχθούν οι μέθοδοι εκτίμησης Monte Carlo αλλά και
η θεωρία τιμολόγησης piαραγώγων piροϊόντων, piάνω στην οpiοία θα βασιστούμε στα
εpiόμενα κεφάλαια. Αρχικά θα δοθεί μία γενική piεριγραφή, όpiως εpiίσης και αpiλά
piαραδείγματα, των μεθόδων Monte Carlo. Στη συνέχεια θα αναpiτυχθεί η θεωρία
τιμολόγησης με την αpiουσία ρίσκου σε piλήρεις οικονομίες. Η piιο σημαντική ιδέα
για να την ανάpiτυξη των piαρακάτω είναι η piαρουσίαση της τιμής των piαραγώγων
ως κάpiοια μέση τιμή, καθώς με αυτόν τον τρόpiο θα είναι εφικτή η εκτίμηση τους
με αυτές τις μεθόδους.
2.1 Παράγωγα piροϊόντα
Παράγωγο piροϊόν στα χρηματοοικονομικά ονομάζεται ένα συμβόλαιο, μεταξύ δύο
συμβαλλομένων, εpiί ενός βασικότερου piροϊόντος, τον λεγόμενο υpiοκείμενο τίτλο.
Οι δύο συμβαλλόμενοι, μέσω αυτής της συμφωνίας, υpiοχρεούνται να λάβουν μέρος
σε μία συναλλαγή στο μέλλον. Ειδικότερα ένας συμβαλλόμενος έχει τη θέση του
αγοραστή (long position) ενώ ο άλλος έχει τη θέση του piωλητή (short position)
του υpiοκείμενου τίτλου. Τα υpiοκείμενα piροϊόντα αpiό τα οpiοία piροέρχεται ένα
piαράγωγο μpiορεί να είναι είτε piροϊόντα piου τίθενται υpiό διαpiραγμάτευση σε μία
οργανωμένη δευτερογενή αγορά, όpiως ένα χρηματιστήριο, είτε piροϊόντα piου δεν
τίθενται υpiό διαpiραγμάτευση σε οργανωμένες αγορές. Σε γενικές γραμμές, τα
υpiοκείμενα piροϊόντα μpiορεί να είναι σχεδόν οτιδήpiοτε αpiό εμpiορεύσιμες μετοχές
και ομόλογα μέχρι αγροτικά piροϊόντα και μέταλλα.
Κάθε τέτοιο piροϊόν χαρακτηρίζεται αpiό μία ημερομηνία λήξης, την οpiοία συμ-
φωνούν οι συμβαλλόμενοι και ονομάζεται ωρίμανση. Μέχρι την ημερομηνία αυτή
οι αντισυμβαλλόμενοι υpiοχρεούνται να τηρήσουν τους όρους του συμβολαίου. Η
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αξία του piροϊόντος στην ωρίμανση του ονομάζεται αpiόδοση του piαραγώγου. Η
αpiόδοση μpiορεί να εξαρτάται αpiό piοικίλους piαράγοντες, συνηθέστερα έχει άμεση
σχέση με την τιμή του υpiοκείμενου τίτλου είτε στην ωρίμανση του piαραγώγου
είτε καθ όλη τη διάρκεια ζωής του.
2.2 Εκτιμήτριες Monte Carlo
Οι μέθοδοιMonte Carlo βασίζονται στην αναλογία μεταξύ piιθανότητας και ’όγκου’.
Η μαθηματική θεωρία συνδέει την piιθανότητα να εμφανιστεί ένα ενδεχόμενο, με
όλα τα piιθανά ενδεχόμενα piου υpiάρχουν στο χώρο. Συγκεκριμένα η piιθανότητα
να συμβεί ένα ενδεχόμενο ισούται με το μέτρο, ή τον όγκο, του ενδεχομένου,
δια το μέτρο ή τον όγκο όλων των piιθανών ενδεχομένων. Οι μέθοδοι Monte
Carlo λειτουργούν αντίστροφα, υpiολογίζουν δηλαδή τον όγκο όλων των ενδεχο-
μένων ώστε να piαρουσιαστεί τελικά ως piιθανότητα. Πρακτικά, στην αpiλούστερη
piερίpiτωση, αυτό μεταφράζεται με την piαραγωγή τυχαίων δειγμάτων αpiό τον δειγ-
ματικό χώρο, και στη συνέχεια τον υpiολογισμό της piιθανότητας εμφάνισης του
ενδεχομένου piου μας ενδιαφέρει. Ο Ασθενής Νόμος των Μεγάλων Αριθμών δια-
βεβαιώνει piως η εκτίμηση αυτή συγκλίνει στην piραγματική piιθανότητα εμφάνισης
του εκάστοτε ενδεχομένου. Εpiιpiρόσθετα λόγω του Κεντρικού Οριακού Θεωρήμα-
τος λαμβάνουμε piληροφορία για το μέγεθος του σφάλματος της εκτίμησης ύστερα
αpiό piεpiερασμένες piαραγωγές.
Ασθενής Νόμος των Μεγάλων Αριθμών (Α.Ν.Μ.Α.)
Αν X1, X2, . . . Xn είναι ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές
με E[Xi] = µ ∀i = 1, . . . , n, θα έχουμε
X1 +X2 + · · ·+Xn
n
n→∞−−−−→ µ σχεδόν βεβαίως
Κεντρικό Οριακό Θεώρημα (Κ.Ο.Θ.)
Αν X1, X2, . . . Xn είναι ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές
με E[Xi] = µ, V arXi = σ2 <∞ ∀i = 1, . . . , n θα έχουμε




n→∞−−−−→ N(0, 1) κατά κατανομή
΄Ομοια το Κεντρικό Οριακό Θεώρημα μpiορεί να γραφεί στη μορφή
√
n× errorn n→∞−−−−→ N(0, σ2) κατά κατανομή
όpiου
errorn = X1 + · · ·+Xn − nµ
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το σφάλμα δηλαδή της εκτίμησης μας.
Για να γίνει κατανοητή η χρήση των μεθόδων αυτών, ας υpiοθέσουμε piως εpiιθυ-





ως την μέση τιμή E[f(U)] όpiου U μία ομοιόμορφα κατανεμημένη τυχαία μεταβλητή
στο [0, 1]. Δεδομένου του ότι έχουμε στη διάθεση μας κάpiοιον τρόpiο piαραγωγής
τέτοιων τυχαίων μεταβλητών U1, U2, . . . οι οpiοίες είναι ανεξάρτητες, είμαστε σε
θέση να υpiολογίσουμε αυτό το ολοκλήρωμα. Υpiολογίζοντας την δράση της f piάνω
σε n μεταβλητές αυτού του είδους και piαίρνοντας τον μέσο τους όρο piροκύpiτει







Αν η f είναι piράγματι ολοκληρώσιμη στο διάστημα [0, 1], σύμφωνα με τον Ασθενή
Νόμο των Μεγάλων Αριθμών piροκύpiτει
αˆn
n→∞−−−−→ α με piιθανότητα 1





και έpiεται piως το σφάλμα της εκτίμησης Monte Carlo, αˆn−α, ακολουθεί την κα-
νονική κατανομή με μέση τιμή 0 και τυpiική τυpiική αpiόκλιση σ2f/n καθώς n→∞.
Η piαράμετρος σ2f είναι γενικά άγνωστη, αφού το α είναι άγνωστο και εpiιθυμούμε
να το εκτιμήσουμε. Η διασpiορά όμως μpiορεί να εκτιμηθεί μέσω της δειγματικής







Εpiομένως, αpiό τις τιμές f(U1), . . . , f(Un) λαμβάνουμε, εκτός αpiό μία εκτίμηση
του ολοκληρώματος α, μία εκτίμηση του σφάλματος της εκτίμησης.
Οι μέθοδοι Monte Carlo έχουν άμεση εφαρμογή στα χρηματοοικονομικά. ΄Οpiως θα
δούμε σε εpiόμενη ενότητα, η θεωρία τιμολόγησης piαραγώγων μας εpiιτρέpiει υpiό
συγκεκριμένες συνθήκες να εκφράσουμε την τιμή ενός piαράγωγου piροϊόντος σαν
μία μέση τιμή. Εpiομένως η τιμολόγηση ενός piαραγώγου ανάγεται στον υpiολογισμό
μιας μέσης τιμής. Σε piολλές piεριpiτώσεις ο ακριβής υpiολογισμός αυτής της μέσης
τιμής δεν μpiορεί να γίνει ακριβώς. ΄Ετσι λοιpiόν οι μέθοδοι Monte Carlo φαίνονται
εξαιρετικά χρήσιμες.
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2.3 Τεχνικές ελάττωσης διασpiοράς
Σε αυτή την ενότητα θα δούμε κάpiοιες χρήσιμες μεθόδους για την ελάττωση της
διασpiοράς του σφάλματος των εκτιμητών Monte Carlo. ΄Εστω Y1, . . . , Yn τα αpiο-
τελέσματα piου λάβαμε μετά αpiό n εpiαναλήψεις μιας piροσομοίωσης. Υpiοθέτουμε
ότι οι Yi έχουν piροκύψει ανεξάρτητα και ακολουθούν την ίδια κατανομή με piεpiε-
ρασμένη μέση τιμή. Σκοpiός να εκτιμήσουμε την piραγματική μέση τιμή E[Y ] την
κατανομής αpiό την οpiοία piροήλθαν. Η συνήθης εκτιμήτρια είναι ο δειγματικός
μέσος
Y =
Y1 + · · ·+ Yn
n
η οpiοία είναι αμερόληpiτη και συγκλίνει σχεδόν σίγουρα στην piραγματική μέση
τιμή καθώς n→∞. Εpiιpiρόσθετα γνωρίζουμε piως με piιθανότητα (1−α), η E[Y ]
βρίσκεται σε ένα διάστημα [la, rα]. Λόγω του Κεντρικού Οριακού θεωρήματος
γνωρίζουμε piως, αν zα είναι το (1− α) piοσοστιαίο σημείο της τυpiικής κανονικής
κατανομής, τότε θα έχουμε
E[Y ] ∈
(
Y − zα/2 σY√
n




, με piιθανότητα (1− α) (2.3.1)
όpiου σY είναι η τυpiική αpiόκλιση της Y . Ανάλογο θα ήταν και το αpiοτέλεσμα αν
αντικαθιστούσαμε την τυpiική αpiόκλιση με την δειγματική τυpiική αpiόκλιση sY .
Παρατηρούμε piως το εύρος του διαστήματος είναι 2zα
σY√
n
. ΄Αρα όσο piιο μικρό είναι
το α, τόσο piιο μεγάλο το zα και κατ΄ εpiέκταση και το εύρος του διαστήματος εμpiι-
στοσύνης στην 2.3.1. Αν υpiοθέσουμε piως εpiιθυμούμε ένα διάστημα εμpiιστοσύνης
με συγκεκριμένο εpiίpiεδο βεβαιότητας (1− α) υpiάρχουν δύο τρόpiοι να μειωθεί το
εύρος του, είτε να αυξηθεί το piλήθος εpiαναλήψεων n είτε να μειωθεί η διασpiορά
σ2Y . Στην ενότητα αυτή θα δούμε τεχνικές για να συμβεί το δεύτερο.
Η γενική ιδέα είναι η εξής: αντί να γίνει χρήση των Y1, . . . , Yn και του δειγματι-
κού τους μέσου Y , μpiορούμε να χρησιμοpiοιήσουμε κάpiοιες τυχαίες μεταβλητές
Y˜1, . . . , Y˜n και τον δικό τους δειγματικό μέσο Y
′
έτσι ώστε Y
′ → E[Y ] σχεδόν
σίγουρα και ταυτόχρονα να ισχύει σY˜ < σY . Οι ακόλουθες τεχνικές ελάττωσης
διασpiοράς δίνουν τρόpiους εpiιλογής αυτών των νέων μεταβλητών Y˜i.
2.3.1 Μέθοδος μεταβλητών ελέγχου
Η τεχνική των μεταβλητών ελέγχου είναι η piιο αpiοτελεσματική και ευρέως διαδε-
δομένη μέθοδος για την ελάττωση της διασpiοράς. Η τεχνική αυτή αξιοpiοιεί την
piληροφορία piου σχετίζεται με μια γνωστή piοσότητα για να εκτιμηθεί μία άλλη
piοσότητα, υpiό την piροϋpiόθεση ότι οι δυο piοσότητες σχετίζονται μεταξύ τους.
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Αναλυτικότερα, ας υpiοθέσουμε piως εpiιθυμούμε να εκτιμήσουμε την E[Y ] και ε-
ίμαστε σε θέση να υpiολογίσουμε την E[X], ενώ piαράλληλα γνωρίζουμε piως οι
X,Y έχουν κάpiοια συσχέτιση. Για κάθε μία Yi piου piαράχθηκε υpiολογίζουμε μία
ακόμη τιμή Xi και υpiοθέτουμε ότι τα ζεύγη (Xi, Yi) είναι ανεξάρτητα και ισόνομα
για διαφορετικά i. Εpiιpiλέον υpiοθέτουμε piως E[Xi] = E[X]. Τότε αν θεωρήσουμε
ένα b ∈ R, μpiορούμε για κάθε i = 1, . . . , n να υpiολογίσουμε την piοσότητα
Yi(b) = Yi − b(Xi − E[X])
και κατά συνέpiεια και τον δειγματικό τους μέσο




(Yi − b(Xi − E[X]) (2.3.2)
Η 2.3.2 λέγεται ’Εκτιμήτρια Μεταβλητής Ελέγχου’. Το σφάλμα X − E[X] στην
εκτιμήτρια λειτουργεί ως ένας έλεγχος κατά την εκτίμηση της E[Y ].
Αυτή η εκτιμήτρια είναι αμερόληpiτη
E[Y (b)] = E[Y − b(X − E[X])] = E[Y ] = E[Y ]












(Yi − b(Xi − E[X]))
= E[Y − b(X − E[X])] σ.σ.
= E[Y ]
Εν συνεχεία κάθε Yi(b) έχει διασpiορά
V ar[Yi(b)] = V ar[Yi − b(Xi − E[X])]
= σ2Y − 2bCov(X,Y ) + b2σ2X
= σ2Y − 2bσXσY ρXY + b2σ2X
= σ2(b) (2.3.3)
όpiου σ2X = V ar[X], σ
2
Y = V ar[Y ] και ρXY είναι ο συντελεστής συσχέτισης των
X,Y piου δίνεται αpiό τον τύpiο




Εpiομένως σύμφωνα με τα piαραpiάνω, τελικά η εκτιμήτρια μεταβλητής ελέγχου έχει
διασpiορά









Ο δειγματικός μέσος των Yi, piου δίνεται αpiό την εκτιμήτρια μεταβλητής ελέγχου
για b = 0, έχει διασpiορά σ2Y /n. Εpiομένως η εκτιμήτρια μεταβλητής ελέγχου θα
έχει μικρότερη διασpiορά αpiό τη συνηθισμένη εκτιμήτρια αν
b2σX − 2bσY ρXY < 0
Το βέλτιστο b∗ για το οpiοίο λαμβάνουμε την εκτιμήτρια με την ελάχιστη διασpiορά








Αντικαθιστώντας την 2.3.4 στην 2.3.3 piαρατηρούμε piως ο λόγος της διασpiοράς
της βέλτιστης εκτιμήτρια μεταβλητής ελέγχου, Y (b∗), piρος τη διασpiορά του δειγ-




















V ar[Y (b∗)] = V ar[Y ] (1− ρ2XY ) (2.3.5)
Βλέpiουμε λοιpiόν ότι piράγματι η διασpiορά μειώθηκε, piαράλληλα όμως αυξήθηκαν
και οι υpiολογισμοί piου χρειάζονται, αφού για κάθε Yi piου piαράχθηκε piρέpiει να
υpiολογιστεί και το Xi. Προκύpiτει το ερώτημα σε piοιες piεριpiτώσεις θα είναι όντως
χρήσιμη να χρησιμοpiοιηθεί αυτή η τεχνική. Ενδεχομένως όταν η συσχέτιση των
X,Y είναι κοντά στο 1, καθώς σε αυτή τη piερίpiτωση η διασpiορά σχεδόν θα
μηδενίζεται. Ας υpiοθέσουμε για piαράδειγμα ότι η piαραγωγή μιας Yi αpiαιτεί χρόνο
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τ , ενώ γ piαραγωγή του ζεύγους (X,Y ) αpiαιτεί χρόνο 2τ και έχουμε συνολικό








ενώ με μεταβλητή ελέγχου ο piαράγοντα αυτός γίνεται
√
V ar(Y )(1− ρ2XY )2
τ
T
Εpiομένως αν 2(1− ρ2XY ) < 1 μας συμφέρει να τον εισάγουμε στην εκτίμηση μας.
Παρατηρήσεις
Σύμφωνα με την 2.3.5, η αpiοτελεσματικότητα μίας εκτιμήτριας μεταβλητής ελέγ-
χου, καθορίζεται αpiό το piόσο μεγάλη είναι η συσχέτιση μεταξύ της piοσότητας
piου εpiιθυμούμε να εκτιμήσουμε Y και της μεταβλητής ελέγχου X.
Αν η υpiολογιστική piροσpiάθεια piου αpiαιτείται με ή χωρίς τη μεταβλητή ελέγχου
είναι η ίδια, τότε η 2.3.5 μετρά piόσο εpiιταχύνεται η υpiολογιστική διαδικασία λόγω
της χρήσης της μεταβλητής ελέγχου κατά την εκτίμηση. Αναλυτικότερα, για να
piετύχουμε την ίδια διασpiορά piου μας δίνει η εκτιμήτρια μεταβλητής ελέγχου μετά
αpiό n εpiαναλήψεις, όταν χρησιμοpiοιούμε την συνήθη εκτιμήτρια, θα piρέpiει ο
αριθμός των εpiαναλήψεων να γίνει n/(1− ρ2XY ).
Οι piαραpiάνω piαρατηρήσεις, σε συνδυασμό με την 2.3.5 εφαρμόζονται στην piε-
ρίpiτωση piου η βέλτιστη piαράμετρος b∗είναι γνωστή. Αντίθετα, η E[Y ] είναι άγνω-
στη, συνεpiώς είναι αpiίθανο οι σY και ρXY να είναι γνωστές. Ακόμη και σε αυτή
τη piερίpiτωση μpiορούμε να χρησιμοpiοιήσουμε μια μεταβλητή ελέγχου κατά την ε-
κτίμηση μας, εκτιμώντας την piαράμετρο b∗. Αντικαθιστώντας τις Cov(X,Y ), V ar(X)
στην 2.3.4 με τις αντίστοιχες δειγματικές θα έχουμε
bˆn =
∑n
i=1(Xi −X)(Yi − Y )∑n
i=1(Xi −X)2
(2.3.6)
Διαιρώντας τον αριθμητή και τον piαρονομαστή με n στην τελευταία piαράσταση,
έχουμε αpiό το νόμο των μεγάλων αριθμών ότι bˆn → b∗σχεδόν σίγουρα καθώς
n→∞. Εpiομένως τώρα, η βέλτιστη εκτιμήτρια ελέγχου γίνεται η Y (bˆn), δηλαδή
ο δειγματικός μέσος των Yi(bˆn) = Yi − bˆn(Xi − E[X]), i = 1, . . . , n.
Οι εκτιμήτριες Y (b∗), Y (bˆn) δεν διαφέρουν ιδιαίτερα
Y (b∗)− Y (bˆn) = (bˆ− b∗)
(




→ 0 σχεδόν σίγουρα
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Η αντικατάσταση όμως της b∗με την bˆn εισάγει μεροληψία την εκτίμηση, καθώς οι
Yi(bˆn) δεν είναι ανεξάρτητες για διαφορετικά i.
Εφαρμογή αυτής της μεθόδου θα δούμε αναλυτικά στο τέταρτο κεφάλαιο, όpiου θα
δούμε μία σύγκριση στην εκτίμηση της αξίας ενός piαραγώγου piροϊόντος με και
χωρίς μεταβλητή ελέγχου.
2.3.2 Μέθοδος αντιθετικών μεταβλητών
Η μέθοδος των αντιθετικών μεταβλητών εpiιχειρεί να μειώσει τη διασpiορά μιας
εκτιμήτρια, εισάγοντας αντιθετικά ζεύγη τιμών κατά την εκτίμηση μιας piοσότητας.
Με τον όρο αντιθετικό ζεύγος τιμών εννοούμε δύο τιμές piου piροέρχονται αpiό την
ίδια κατανομή και piαράλληλα η μία αντισταθμίζει την άλλη, με την έννοια ότι, αν
μία αpiό δύο λάβει ,μία ασυνήθιστα μεγάλη τιμή, η άλλη θα piάρει μία ανάλογα μικρή
τιμή. Παράδειγμα ενός αντιθετικού ζεύγους τιμών αpiοτελεί το ζεύγος (U, 1−U),
όpiου U v U[0,1]. Οι τιμές U και 1−U έχουν την ίδια κατανομή και αν η μία piάρει
μεγάλη τιμή η άλλη θα piάρει μικρή τιμή. Συνεpiώς αν piαράξουμε ένα μονοpiάτι
τιμών χρησιμοpiοιώντας n ανεξάρτητες, ομοιόμορφες τιμές U1, . . . , Un, είμαστε σε
θέση να piαράξουμε ακόμη ένα, χρησιμοpiοιώντας τις 1 − U1, . . . , 1 − Un. Τότε
όλες αυτές οι τιμές piροέρχονται αpiό την ίδια κατανομή και τα ζεύγη (Ui, 1 − Ui)
είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους για διαφορετικά i. Συνδυάζοντας τα n αντιθετικά
ζεύγη, λαμβάνουμε piάλι ένα μονοpiάτι με μειωμένη διασpiορά κατά την εκτίμηση
της εκάστοτε piοσότητας.
Το ίδιο μpiορεί να γίνει και με άλλες κατανομές, μέσω της μεθόδου του αντίστρο-
φου μετασχηματισμού. Αν F είναι μία συνάρτηση κατανομής, τότε οι τυχαίες
τιμές F−1(U) και F−1(1 − U) έχουν την ίδια κατανομή, καθώς εpiίσης αpiοτε-
λούν ένα ζεύγος αντιθετικών τιμών, αφού η F−1 είναι εξορισμού μονότονη συ-
νάρτηση. Εpiιpiλέον αν η κατανομή είναι συμμετρική γύρω αpiό το μηδέν, με την
έννοια ότι µF (A) = µF (−A) για κάθε Borel-μετρήσιμο σύνολο A ∈ R, όpiου
µF ((−∞, x]) = F (x), τότε οι F−1(1 − x) και F−1(x) είναι ίσες κατά αpiόλυτη
τιμή, αλλά έχουν αντίθετα piρόσημα.
Αν για piαράδειγμα κατά την εκτίμηση μιας piοσότητας piρόκειται να χρησιμοpiοιη-
θούν n ανεξάρτητες τυpiικές κανονικές τιμές, Z1, . . . , Zn, τότε θα μpiορούσαν να
εφαρμοστούν αντιθετικές μεταβλητές, και να συνδυαστούν οι n αυτές τιμές με τις
−Z1, . . . ,−Zn. Αναλυτικότερα αν εpiιθυμούμε να εκτιμήσουμε της E[f(Z)], όpiου
Zi v N(0, 1) και f μία αύξουσα συνάρτηση, τότε μpiορούμε αντί για τον δειγματικό






όpiου Zι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές αpiό την τυpiική κανονική κατανομή.
Σύμφωνα με τον νόμο τον μεγάλων αριθμών θα έχουμε ότι
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f(Z)→ E[f(Z)] σχεδόν σίγουρα,











αφού −Zi v N(0, 1) όταν Zi v N(0, 1).
Παράδειγμα. Θα εκτιμήσουμε την E[eαZ ], όpiου Z v N(0, 1), με χρήση αντι-
θετικών μεταβλητών. Αρχικά piαράγουμε n ανεξάρτητες τυpiικές κανονικές τυχαίες















Στην piερίpiτωση του δειγματικού μέσου η διασpiορά θα είναι







όpiου χρησιμοpiοιήσαμε το γεγονός ότι η piοσότητα eαZ ακολουθεί την λογαριθμο-
κανονική, και μάλιστα E[eαX ] = eαµ+ 12α2σ2 όταν X v N(µ, σ2).







Εpiομένως στην piερίpiτωση των αντιθετικών μεταβλητών θα έχουμε











































δηλαδή piράγματι η εκτιμήτρια Eˆanti μας δίνει χαμηλότερη διασpiορά αpiό τη συμ-
βατική εκτιμήτρια Eˆanti.
2.4 Θεωρία τιμολόγησης
Στόχος αυτής της ενότητας είναι να καταφέρουμε να ορίσουμε τις συνθήκες υ-
piό τις οpiοίες η αξία ενός piαραγώγου θα εκφραστεί σαν μία μέση τιμή, ώστε να
χρησιμοpiοιηθούν οι μέθοδοι Monte Carlo.
Για να γίνει κατανοητός ο τρόpiος τιμολόγησης των piαραγώγων piροϊόντων, ας
θεωρήσουμε μία αγορά με d υpiοκείμενους τίτλους όpiου οι τιμές τους, την χρονική




= µi(S(t), t) dt+ σi(S(t), t)
> dW 0(t) (2.4.1)
όpiουW 0 είναι μία k-διάστατη κίνηση Brown, S(t) = (S1(t), . . . , Sd(t)) το διάνυσμα
τιμών της piαρούσας κατάστασης, κάθε σi ∈ Rk και κάθε µi ∈ R. ΄Εστω τώρα
Σij = σ
>
i σj , i, j = 1, . . . , d (2.4.2)
piου φανερώνει την συνδιακύμανση μεταξύ των τιμών των τίτλων i και j.
΄Ενα χαρτοφυλάκιο χαρακτηρίζεται αpiό ένα διάνυσμα θ ∈ Rd, όpiου κάθε θi δη-
λώνει το piλήθος piου συμpiεριλαμβάνεται αpiό το i-οστό piροϊόν. Αφού η τιμή της
κάθε μονάδας του i-οστού τίτλου είναι Si(t) την χρονική στιγμή t, η αξία του
χαρτοφυλακίου έpiεται να είναι
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θ>S(t) = θ1S1(t) + . . .+ θdSd(t)
Κάθε στρατηγική αντιστάθμισης piεριγράφεται αpiό μία στοχαστική διαδικασία {θ(t)}
αpiό διανύσματα χαρτοφυλακίου όpiως piεριγράφηκαν piαραpiάνω. Θα υpiοθέσουμε
piως η στοχαστική διαδικασία είναι Ft = σ(S(u)|u ≤ t)-μετρήσιμη.
Αν κρατήσουμε σταθερό το διάνυσμα θ(t) για [t, t + h] η αλλαγή στην τιμή του
i-οστού τίτλου θα δίνεται αpiό την σχέση
θi(t)[Si(t+ h)− Si(t)]
και αντίστοιχα η μεταβολή στην τιμή όλου του χαρτοφυλακίου θα δίνεται αpiό την
θ(t)>[S(t+ h)− S(t)]





όpiου τα S και θ είναι κατάλληλα ώστε το ολοκλήρωμα να ορίζεται.






για όλα τα t. Το αριστερό μέλος της ισότητας δηλώνει τη μεταβολή της αξίας
του χαρτοφυλακίου αpiό τη χρονική στιγμή 0 μέχρι στην χρονική στιγμή t και
το δεξί μέλος μας δίνει το κέρδος piου έχουμε στο διάστημα [0, t]. Εpiομένως
στην αυτοχρηματοδοτούμενη στρατηγική η μεταβολή στην αξία του χαρτοφυλακίου
ισούται με το κέρδος αpiό την συναλλαγή. Αν η σχέση 2.4.3 γραφεί




μας δίνει την piληροφορία ότι με αρχική εpiένδυση V (0) = θ(0)>S(0) μpiορούμε
στο τέλος του χρονικού ορίζοντα t να έχουμε ένα χαρτοφυλάκιο αξίας V (t) =
θ(t)>S(t) ακολουθώντας στο διάστημα [0, t] την στρατηγική θ.
Ας υpiοθέσουμε τώρα ένα χαρτοφυλάκιο με αpiόδοση f(S(T )) τη χρονική στιγμή
T . Εpiιpiλέον ας υpiοθέσουμε piως η αξία του piροϊόντος, για κάθε χρονική στιγμή
t, 0 ≤ t < T δίνεται αpiό κάpiοια εξίσωση V (S(t), t) η οpiοία είναι αρκετά ομαλή.
Εφαρμόζοντας την φόρμουλα του Itô θα έχουμε
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όpiου Σij όpiως στην 2.4.2.
Αν η αξία V (S(t), t) μpiορεί να piαραχθεί αpiό μία αρχική εpiένδυση V (S(0), 0) μέσω
κάpiοιας αυτοχρηματοδοτούμενης στρατηγικής θ, λόγω της 2.4.4 θα έχουμε






Συγκρίνοντας τις σχέσεις 2.4.5 και 2.4.6 μpiορούμε να καταλήξουμε σε ένα σύστημα
εξισώσεων όpiου η λύση του θα είναι η εpiιθυμητή αξία του piροϊόντος. Η κατασκευή
αυτού του συστήματος είναι εξαιρετικά σύνθετη, όpiως εpiίσης και η εpiίλυσή του.
Μέχρι τώρα piεριγράφηκε ένας τρόpiος έκφρασης της αξίας των piαραγώγων piρο-
ϊόντων υpiό την piροϋpiόθεση ότι αυτή piροέρχεται αpiό μία αυτοχρηματοδοτούμενη
στρατηγική. Αυτό το σύστημα δεν είναι piάντοτε εύκολο να λυθεί, είτε λόγω του
μεγάλου piλήθους των υpiοκείμενων τίτλων, είτε λόγω της δυσκολίας piου μpiορεί
να έχει η εξίσωση της αξίας τους. Σε αυτές τις piεριpiτώσεις η χρήση μεθόδων
Monte Carlo φαίνεται αρκετά ελκυστική. Στη συνέχεια θα δούμε piως η αξία μpiο-
ρεί να εκφραστεί σαν μία μέση τιμή ώστε να είμαστε σε θέση να γίνει εφαρμογή
των μεθόδων.
Η αρχική μας υpiόθεση συμpiεριλάμβανε την ύpiαρξη d piροϊόντων στην αγορά, όpiου
η αξία τους δίνεται αpiό το σύστημα 2.4.1. Ας θεωρήσουμε τώρα το μέτρο P0υpiό
το οpiοίο η W 0 είναι μία τυpiική κίνηση Brown.
Ορισμός. Μία αυτοχρηματοδοτούμενη στρατηγική θ θα καλείται στρατηγική ε-
piιτηδειότητας αν ισχύει κάpiοιο αpiό τα piαρακάτω για κάpiοιο χρόνο t
1. θ(0)>S(0) < 0 και P0[θ(t)>S(t) ≥ 0] = 1
2. θ(0)>S(0) = 0, P0[θ(t)>S(t) ≥ 0] = 1 και P0[θ(t)>S(t) > 0] > 0
Στην piρώτη piερίpiτωση ξεκινάμε με μία αρνητική εpiένδυση όpiου με piιθανότητα
1 λαμβάνουμε μη αρνητική αpiόδοση. Στην δεύτερη piερίpiτωση ξεκινάμε με μία
μηδενική εpiένδυση όpiου με piιθανότητα 1 λαμβάνουμε μη μηδενική αpiόδοση, συ-
γκεκριμένα θετική με θετική piιθανότητα.
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Ορισμός. Μία αξία ενός piαραγώγου V (t) θα καλείται εφικτή αξία αν υpiάρχει
αυτοχρηματοδοτούμενη στρατηγική θ τέτοια ώστε V (t) = θ(t)>S(t).
Συνεχίζοντας θα ορίσουμε μία διαδικασία η οpiοία θα μας φανεί piολύ χρήσιμη για
την τιμολόγηση piαραγώγων piροϊόντων
Ορισμός. Μία αυστηρά θετική διαδικασία Z(t) θα καλείται numeraire, αν το









∀t < T (2.4.7)
Σε αυτόν τον ορισμό το E0 δηλώνει τη μέση τιμή υpiό το μέτρο P0 και Ft =
σ(W 0q |q ≤ t), όpiου W 0 είναι μία τυpiική . Εpiιpiρόσθετα η Z(t) piρέpiει να είναι
piροσαρμοσμένη στην Ft, το οpiοίο piρακτικά σημαίνει piως η τιμή του Z(t) εξαρτάται
αpiό αpiό όλες τις piροηγούμενες τιμές της τυpiικής κίνησης Brown W 0.
Γράφοντας την 2.4.7 λίγο διαφορετικά, θα έχουμε







Αpiό την οpiοία φαίνεται εύκολα ο λόγος piου ο όρος 1/Z(t) αναφέρεται ως στοχα-
στικός piροεξοφλητικός piαράγοντας, καθώς η αξία V (t) είναι η αναμενόμενη τιμή
της V (T ) μειωμένη σύμφωνα με τον piαράγοντα Z(t)/Z(T ). Εpiιpiλέον αξίζει να
σημειωθεί piως κάθε piολλαpiλάσιο ενός numeraire είναι και αυτό numeraire. Αυτό
μας εpiιτρέpiει να θέσουμε Ζ(0) = 1. Σε αυτή τη piερίpiτωση η 2.4.7 γίνεται






Μία εξαιρετικά χρήσιμη ιδιότητα piου piροσδίδει η ύpiαρξη piροεξοφλητικού piαράγο-
ντα, είναι ότι αpiοκλείει την ύpiαρξη στρατηγικής εpiιτηδειότητας. Πράγματι αν θ(t)
είναι μία αυτοχρηματοδοτούμενη στρατηγική, τότε η θ(t)>S(t) είναι μία εφικτή α-
ξία και ο λόγος θ(t)>S(t)/Z(t) piρέpiει να είναι martingale. Συγκεκριμένα σε αυτή







Παρατηρούμε piως οι δύο piεριpiτώσεις για την ύpiαρξη στρατηγικής εpiιτηδειότητας
δεν είναι piλέον εφικτές. Πράγματι ας υpiοθέσουμε piως η θ(T )>S(T ) είναι θετική
σχεδόν βεβαίως, τότε σύμφωνα με την 2.4.9 είναι αδύνατο να είναι αρνητική η
θ(0)>S(0). Εpiιpiλέον αν υpiοθέσουμε piως η θ(T )>S(T ) είναι θετική με θετική
piιθανότητα και μη αρνητική σχεδόν βεβαίως, είναι αδύνατο η θ(0)>S(0) να είναι
μηδενική.
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2.4.1 Αδιάφορη κινδύνου τιμολόγηση
Είδαμε λοιpiόν piως η αξία ενός piαράγωγου piροϊόντος μpiορεί να εκφραστεί σαν
μία μέση τιμή. Μένει να piροσδιορίσουμε τον piροεξοφλητικό piαράγοντα piου θα
χρησιμοpiοιήσουμε στα εpiόμενα κεφάλαια για τις εκτιμήσεις μας.
Ας υpiοθέσουμε piως ανάμεσα στα d piροϊόντα piου αpiαρτίζουν το piαράγωγο υpiάρχει
ένα piου δεν εμpiεριέχει ρίσκο, υpiό την έννοια ότι είναι ανεξάρτητο αpiό κάθε άλλο
τίτλο. Εpiιpiρόσθετα ας υpiοθέσουμε piως η piαράμετρος drift της αξίας αυτού του
τίτλου είναι μία σταθερά r, η οpiοία μpiορεί να θεωρηθεί ένα άνευ ρίσκου εpiιτόκιο.




= rdt⇔ β(t) = ert με β(0) = 1
Η β(t) είναι μία εφικτή αξία, καθώς μpiορεί να αναpiαρασταθεί αpiό την στρατηγική
θ(t) = (1, 0, . . . , 0).
Αν υpiάρχει στην αγορά ένας piροεξοφλητικός piαράγοντας 1/Z(t), η διαδικασία
β(t)/Z(t) θα είναι martingale, θα είναι θετική και συγκεκριμένα θα έχει μέση τιμή
1, αφού έχει και αρχική τιμή 1 λόγω του ότι β(0)Z(0) = 1.
Γνωρίζουμε piως μία μη αρνητική ανέλιξη martingale με μέση τιμή 1, ορίζει ένα
συνεpiές ως piρος την διήθηση {Ft : t ∈ [0, T ]}, μέτρο piιθανότητας Pβ , για κάpiοιο









, 0 ≤ t ≤ T















όpiου IA είναι η δείκτρια συνάρτηση του συνόλου A.
Εpiομένως για την μέση τιμή ως piρος αυτό το νέο μέτρο piιθανότητας θα ισχύει






για κάθε μη αρνητική Ft-μετρήσιμη τυχαία μεταβλητή X.
Το μέτρο Pβ καλείται μέτρο αδιάφορου ρίσκου και αξίζει να σημειωθεί ότι είναι
ισοδύναμο με το μέτρο P0 υpiό την έννοια ότι για οpiοιοδήpiοτε ενδεχόμενο A ισχύει
ότι Pβ(A) = 0 αν και μόνο αν P0(A) = 0.
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Σύμφωνα λοιpiόν με όλα τα piαραpiάνω η 2.4.8 γίνεται





= e−rTEβ [V (T )] (2.4.10)
Αυτός ο αpiλός μετασχηματισμός είναι ο βασικότερος για την τιμολόγηση piαρα-
γώγων με τις μεθόδους Monte Carlo. Η εξίσωση 2.4.10 εκφράζει την piαρούσα
αξία του χαρτοφυλακίου ως την μέση τιμή της αpiόδοσης κατά την ωρίμανση του
piαραγώγου, δηλαδή την χρονική στιγμή T , μειωμένη σύμφωνα με την piροεξοφλη-
τικό piαράγοντα Z, piου στην piροκειμένη piερίpiτωση είναι το άνευ ρίσκου εpiιτόκιο
r. Η μεγάλη σημασία αυτού για την εφαρμογή των μεθόδων Monte Carlo φαίνεται
αpiό τα ακόλουθα
• η δυναμική των Z(t) είναι εν γένει άγνωστη και δύσκολο να piροσδιοριστεί
• η δυναμική των υpiοκείμενων τίτλων του piαραγώγου είναι piολύ piιο εύκολα
piροσδιορίσιμες υpiό το αδιάφορο ρίσκου μέτρο Pβ αpiό ότι υpiό το μέτρο της
αγοράς P0.
Η δεύτερη κουκκίδα χρειάζεται piεραιτέρω εpiεξήγηση. Συγκεκριμένα η εξίσωση
2.4.10 γενικά γράφεται στη μορφή







, t < T
με V (t) να είναι μία εφικτή αξία. Στη συνέχεια, αφού κάθε Si(t)/β(t) είναι mar-
tingale υpiό το μέτρο Pβ . Προσδιορίζοντας την δυναμική των τιμών κάθε τίτλου,
υpiό το αδιάφορο ρίσκου μέτρο, piροκύpiτουν συγκεκριμένου τύpiου δυναμικές piου
λειτουργούν και piράγματι οι λόγοι Si(t)/β(t) είναι martingale.
Αν οι δυναμική των τιμών μpiορούσαν να εκφραστούν μέσω του συστήματος
dSi(t)
Si(t)
= rdt+ σi(S(t), t)
>dW (t) (2.4.11)













οpiότε ο λόγος Si(t)/β(t) θα είναι piράγματι martingale υpiό το μέτρο Pβ .
Ο piροσδιορισμός ενός μοντέλου της μορφής piου δίνεται αpiό την 2.4.11 είναι ευκο-
λότερος αpiό αυτόν piου piροέρχεται αpiό την 2.4.1 καθώς όλες οι piαράμετροι drift
στην piερίpiτωση αυτή θα είναι ίσοι με το άνευ ρίσκου εpiιτόκιο r. Τονίζεται piως
οι piιθανοί piαράμετροι drift piου υpiάρχουν στο μοντέλο 2.4.1 είναι άσχετοι με την
δυναμική piου piεριγράφει την τιμή των υpiοκείμενων τίτλων υpiό το αδιάφορο ρίσκου
μέτρο.
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2.4.2 Βασικά βήματα τιμολόγησης
Συνοψίζοντας όλα τα piαραpiάνω καταλήγουμε σε κάpiοια βασικά βήματα για την
τιμολόγηση piαραγώγων. Ας υpiοθέσουμε ένα piαράγωγο piροϊόν με αpiόδοση στην
ωρίμανση του T , piου εξαρτάται αpiό τις αξίες των υpiοκείμενων τίτλων, μέσω μίας
συνάρτησης f . Για να τιμολογήσουμε το piαράγωγο piροϊόν, αρχικά εκφράζουμε
τις τιμές των υpiοκείμενων τίτλων υpiό το αδιάφορο ρίσκου μέτρο. Η τιμή του
piροϊόντος σε αυτή τη piερίpiτωση θα είναι Eβ [e−rT f(S(T ))]. Για να υpiολογίσουμε
αυτή τη μέση τιμή, piροσομοιώνουμε μονοpiάτια των υpiοκείμενων τίτλων κατά το
χρονικό διάστημα [0, T ] σύμφωνα με τη δυναμική τους υpiό το αδιάφορου ρίσκου
μέτρο. Η δυναμική αυτή θα piαρουσιαστεί στην εpiόμενη ενότητα. Σε κάθε μονο-
piάτι υpiολογίζουμε την αpiόδοση e−rT f(S(T )) και στη συνέχεια υpiολογίζουμε τη
μέση τιμή αpiό όλες αυτές τις εκτιμήσεις. Η μέση τιμή αυτή είναι η αξία του piαρα-
γώγου με την μέθοδο Monte Carlo υpiό το αδιάφορου ρίσκου μέτρο. Παρακάτω
piαρουσιάζονται συνοpiτικά τα βήματα της τιμολόγησης
• αντικαθιστούμε στην 2.4.1 τις piαραμέτρους drift µi με το άνευ ρίσκου εpiι-
τόκιο r και piροσομοιώνουμε μονοpiάτια
• υpiολογίζουμε την αpiόδοση του piαραγώγου σε κάθε μονοpiάτι
• piολλαpiλασιάζουμε την αpiόδοση με τον piαράγοντα e−rT
• υpiολογίζουμε την μέση τιμή αυτών των αpiοδόσεων
2.4.3 Μοντέλο Black&Scholes




= µ(S(t), t)dt+ σdW 0(t)
όpiου W 0 μία τυpiική μονοδιάστατη κίνηση Brown υpiό το μέτρο P0 και σ σταθερά.
Κάθε μονάδα χρήματος piου εpiενδύεται στη χρονική στιγμή 0 θα έχει γίνει β(t) =
ert την χρονική στιγμή t. Υpiό το αδιάφορο ρίσκου μέτρο Pβ η δυναμική της
μετοχής piεριγράφεται αpiό την στοχαστική διαφορική εξίσωση
dS(t)
S(t)
= rdt+ σdW (t)
όpiου W μία τυpiική κίνηση Brown υpiό το μέτρο Pβ . Εpiομένως η αξία της μετοχής
την χρονική T σε αυτή τη piερίpiτωση δίνεται αpiό την εξίσωση







3.1 Ευρωpiαϊκό δικαίωμα αγοράς
΄Ενα ευρωpiαϊκό δικαίωμα αγοράς (T,K) είναι ένα συμβόλαιο piου δίνει στον αγο-
ραστή του το δικαίωμα να αγοράσει τον υpiοκείμενο τίτλο του συμβολαίου στην
ωρίμανσή του Τ, στην τιμή Κ. Η αpiόδοση ενός piροϊόντος αυτής της μορφής είναι
η ακόλουθη
V (T ) = (S(T )−K)+ = max{S(T )−K, 0}
όpiου S(T ) είναι η τιμή του υpiοκείμενου τίτλου στην ωρίμανση του συμβολαίου.
Σύμφωνα με την ανάλυση piου έγινε στο piροηγούμενο κεφάλαιο και την εξίσωση
(), η αρχική αξία ενός ευρωpiαϊκού δικαιώματος αγοράς εpiί μίας μετοχής, εφόσον
η δυναμική της μετοχής υpiαγορεύεται αpiό την εξίσωση Black & Scholes, θα είναι
V (0) = E [e−r T (S(T )−K)+]
Η μέση τιμή αυτή μpiορεί να βρεθεί, καθώς η S(T ) ακολουθεί την λογαριθμοκα-
νονική κατανομή αφού S(T ) = S(0) e(r−
1
2σ
2)T+σW (T ) και η W (T ) ακολουθεί την
κανονική κατανομή με μέση τιμή 0 και διασpiορά T . Εpiομένως υpiολογίζοντας την
καταλήγουμε στην εξίσωση
V (0) = S(0)Φ
(








−e−r T K Φ
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Είμαστε λοιpiόν σε θέση να υpiολογίσουμε ακριβώς την τιμή ενός ευρωpiαϊκού δι-
καιώματος αγοράς. Ας υpiοθέσουμε ότι θέλουμε να το τιμολογήσουμε με τη χρήση
εκτιμητών Monte Carlo.
Για να γίνει αυτό, αρκεί να piαράξουμε ανεξάρτητες μεταβλητές Zi i ∈ [1, n] αpiό την
τυpiική κανονική κατανομή, με χρήση κάpiοιας γνωστής μεθόδου όpiως αναλύθηκε
σε piροηγούμενο κεφάλαιο. ΄Υστερα μpiορούμε να piαράξουμε piολλές piιθανές τιμές
για την αξία της μετοχής στην ωρίμανση T του δικαιώματος, μέσω της σχέσης
Si(T ) = S(0) e
(r− 12σ2)T+σ
√
T Zi . Στη συνέχεια λαμβάνουμε n piιθανές τιμές για
την αpiόδοση του δικαιώματος μέσω της σχέσης Ci = e−r T (Si(T )−K)+. Τέλος
piαίρνοντας τη μέση τιμή αυτών των piιθανών τιμών λαμβάνουμε την εκτιμήτρια
Monte Carlo για την τιμή του δικαιώματος. Τα βήματα για τη διαδικασία αυτή θα
έχουν ως εξής.
Εκτίμηση αξίας ενός ευρωpiαϊκού δικαιώματος αγοράς
1. Για i = 1, . . . , n
Παράγω Zi v N(0, 1) με τη μέθοδο Box Müller






Θέτω Ci = e−r T (Si(T )−K)+






Ας υpiοθέσουμε piως εpiιθυμούμε να ευρωpiαϊκού δικαιώματος αγοράς εpiί μίας με-
τοχής, με αξία S(t). Η δυναμική της μετοχής σε κάθε χρονική στιγμή καθορίζεται
αpiό το μοντέλο Black&Scholes. Η ωρίμανση του δικαιώματος είναι T = 1 έτος,
η αρχική αξία της μετοχής είναι S0 = 40€, η piαραδοτέα τιμή είναι Κ = 40€, το
ετήσιο εpiιτόκιο άνευ ρίσκου της αγοράς είναι r = 0.04 και η μεταβλητότητα είναι
σ = 0.2 ανά τετραγωνική ρίζα έτους.
Η θεωρητική τιμή για αυτές τις piαραμέτρους δίνεται αpiό την εξίσωση 3.1.1, και
είναι
V (0) = 3.97€
Εpiομένως για να αγοραστεί αυτό το δικαίωμα piρέpiει ο αγοραστής να καταβάλλει
αυτό το piοσό.
Παρόλο piου η τιμολόγηση μpiορεί να γίνει αναλυτικά σε αυτή τη piερίpiτωση, ας
δούμε τι αpiοτέλεσμα θα λαμβάναμε με την εφαρμογή της μεθόδου Monte Carlo.
Με ακρίβεια είκοσι εκατομμυρίων εpiαναλήψεων λάβαμε 20 εκτιμήσεις για την τιμή
του piαραγώγου, οι οpiοίες φαίνονται στο σχήμα 3.1.1. Η μέση τιμή των εκτιμητών
αυτών έδωσε την εκτίμηση της αξίας να είναι Vest(0) = 3.967€. Παρατηρούμε
λοιpiόν piως η εκτίμηση αυτή είναι εξαιρετικά κοντά στην piραγματική τιμή.
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Σχήμα 3.1.1: Γραφική piαράσταση 20 εκτιμητών καθώς και της μέσης τιμής τους
για την τιμολόγηση ενός ευρωpiαϊκού δικαιώματος αγοράς
Σχήμα 3.1.2: Μεταβολή της αξίας του piαραγώγου καθώς το εpiιτόκιο r κυμαίνεται
στο διάστημα [0.01, 1]
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Σχήμα 3.1.3: Μεταβολή της αξίας του piαραγώγου καθώς η τιμή άσκησης K κυ-
μαίνεται στο διάστημα [20, 80]
Σχήμα 3.1.4: Μεταβολή της αξίας του piαραγώγου καθώς η αρχική αξία της μετο-
χής κυμαίνεται στο διάστημα [10, 60]
3.2. BARRIER ΔΙΚΑΙΩΜΑ ΑΓΟΡΑΣ 57
Στη συνέχεια στο σχήμα 3.1.2 βλέpiουμε τη συμpiεριφορά της αξίας ενός ευρω-
piαϊκού δικαιώματος αγοράς κατά τη μεταβολή του άνευ ρίσκου εpiιτοκίου r. Θα
υpiοθέσουμε piως το εpiιτόκιο κυμαίνεται μεταξύ 0.01 και 1. Για κάθε τιμή του εpiι-
τοκίου λαμβάνουμε μία εκτίμηση της αξίας με ακρίβεια δέκα χιλιάδων εpiαναλήψεων
για κάθε τιμή του εpiιτοκίου η οpiοία αναpiαρίσταται με ροζ κουκκίδες. Με μpiλε
γραμμή βλέpiουμε τη γραφική piαράσταση της piραγματικής αξίας του piροϊόντος
συναρτήσει του εpiιτοκίου r για r ∈ [0.01, 1]. ΄Ομοια και στα γραφήματα 3.1.3 και
3.1.4 βλέpiουμε piως εpiηρεάζεται η αξία αpiό την μεταβολή της τιμής άσκησης του
δικαιώματος, αλλά και αpiό την αρχική τιμή της μετοχής. Παρατηρούμε piως οι
εκτιμώμενες αξίες βρίσκονται εξαιρετικά κοντά στις piραγματικές.
3.2 Barrier δικαίωμα αγοράς
΄Ενα άλλο piαράγωγο piροϊόν piου η τιμολόγησή του είναι αρκετά ενδιαφέρουσα είναι
το barrier δικαίωμα αγοράς. Ο αγοραστής ενός δικαιώματος αγοράς αυτής της
μορφής εpiί μίας μετοχής, αγοράζοντας το δικαιούται να αγοράσει την μετοχή την
χρονική στιγμή της ωρίμανσης του piροϊόντος υpiό την piροϋpiόθεση ότι η μετοχή
δεν έχει piέσει κάτω αpiό μία συγκεκριμένη τιμή M , το λεγόμενος ’κάτω και εκτός
φράγμα’ του piαραγώγου. Η ονομασία του φράγματος piροέρχεται αpiό την μορφή
της αpiόδοσης, καθώς αν η τιμή της μετοχής σε οpiοιαδήpiοτε χρονική στιγμή piέσει
κάτω αpiό το M θα μηδενιστεί. Η αpiόδοση του piαραγώγου εν γένει είναι της
μορφής
Vbarr(T ) = I{S(t)>M : 0≤t≤T}(S(T )−K)+
Εpiομένως η αξία αυτού του piαραγώγου δίνεται αpiό την μέση τιμή
V (0) = e−rTE[I{S(t)>M : 0≤t≤T}(S(T )−K)+]
Αρχικά ας δούμε piοια είναι η θεωρητική τιμή αυτού του piροϊόντος. Για την εύρεση
της θεωρητικής τιμής θα χρησιμοpiοιηθεί το αpiοτέλεσμα ότι, αν C(t, S(t)) είναι η
αξία ενός ευρωpiαϊκού δικαιώματος αγοράς την χρονική στιγμή t με piαραμέτρους
κοινές με το barrier δικαίωμα και Μ ένα κάτω και εκτός φράγμα, η αξία του barrier
δικαιώματος δίνεται αpiό τον τύpiο [7]












Εpiομένως η θεωρητική τιμή του piροϊόντος την χρονική στιγμή 0 θα είναι
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΄Αρα αρκεί να υpiολογίσουμε την αξία ενός ευρωpiαϊκού δικαιώματος αγοράς με
S′(0) = M
2
S(0) για να βρούμε τη ζητούμενη θεωρητική τιμή ενός barrier δικαιώματος
αγοράς με κάτω και εκτός φράγμα. Σημειώνεται piως και σε κάθε άλλη piερίpiτωση
ενός φράγματος υpiάρχουν θεωρητικές τιμές βασισμένες στην αξία ενός ευρωpiαϊκού
δικαιώματος.
Για την εκτίμηση της αξίας ενός barrier δικαιώματος αγοράς με χρήση της μεθόδου
Monte Carlo ο αλγόριθμος piου piρέpiει να ακολουθηθεί είναι piιο piερίpiλοκος αpiό
την piερίpiτωση του ευρωpiαϊκού δικαιώματος, καθώς η αpiόδοση εξαρτάται αpiό όλες
τις τιμές του μονοpiατιού piου θα piροσομοιώσουμε και όχι μόνο αpiό την τελική τιμή
της μετοχής. ΄Οpiως θα δούμε και στη συνέχεια για την piαραγωγή των μονοpiατιών
εpiιλέχθηκε η piαραγωγή γέφυρας Brown καθώς μας δίνει piιο γρήγορα μία εικόνα
για την μορφή του μονοpiατιού της μετοχής. Ο αλγόριθμος είναι ο ακόλουθος
Αλγόριθμος τιμολόγησης ενός barrier δικαιώματος αγοράς
1. Για q = 1, . . . , n
Παράγω Z1, . . . Zm v N(0, 1) με τη μέθοδο Box Müller
Θέτουμε h = 2m, jmax = 1, Wh =
√
thZh, t0 = 0, W0 = 0
Για k = 1, . . . ,m θέτουμε
imin = h/2, i = imin, l = 0, r = h
για j = 1, . . . , jmax θέτουμε
a = ((tr − ti)Wl + (ti − tl)Wr)/(tr − tl)
b =
√
(ti − tl)(tr − ti)/(tr − tl)
Wi = a+ bZi




Αν Sq(ti) ≤ 37 ; ΘέτωCq = 0 ; Σταματάω
Αλλιώς
Θέτω i = i+ h ; l = l + h ; r = r + h ; jmax = 2 ∗ jmax ; h = imin
Θέτω Cq = e−r T (Sq(T )−K)+






Ας υpiοθέσουμε piως εpiιθυμούμε να τιμολογήσουμε ένα barrier δικαίωμα αγοράς
εpiί μίας μετοχής, του οpiοίου η ωρίμανση είναι T = 1 έτος, η αρχική αξία της
μετοχής είναι S0 = 40€, η piαραδοτέα τιμή είναι Κ = 40€, το ετήσιο εpiιτόκιο άνευ
ρίσκου της αγοράς είναι r = 0.04, η μεταβλητότητα είναι σ = 0.2 ανά τετραγωνική
ρίζα έτους και το κάτω και εκτός φράγμα είναι M = 37. Η θεωρητική τιμή αυτού
του piροϊόντος σύμφωνα με τα piροηγούμενα piροκύpiτει να είναι
Vbarr(0) = 2.81€
Στη συνέχεια κάνουμε εκτίμηση αυτής της αξίας με τη μέθοδο Monte Carlo.
Διακριτοpiοιούμε τον χρονικό ορίζοντα σε 210 χρονικές στιγμές, ώστε να γίνει
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η piροσομοίωση του μονοpiατιού σε αυτές και να ελεγχθεί αν η τιμή της μετο-
χής piέφτει κάτω του φράγματος. Με ακρίβεια είκοσι εκατομμυρίων εpiαναλήψεων
λάβαμε 20 εκτιμήσεις για την τιμή του piαραγώγου, οι οpiοίες φαίνονται στο σχήμα
3.1.1. Η μέση τιμή των εκτιμητών αυτών έδωσε την εκτίμηση της αξίας να είναι
V barrest (0) = 2.885€. Παρατηρούμε λοιpiόν piως η εκτίμηση αυτή είναι εξαιρετικά
κοντά στην piραγματική τιμή. Εν συνεχεία στο σχήμα 3.2.5 βλέpiουμε τα αpiοδε-
κτά μονοpiάτια piου βρίσκονται εντός των ορίων piου υpiοδεικνύει το piροϊόν, δηλαδή
να μην έχει piέσει σε καμία χρονική στιγμή κάτω αpiό το κάτω και εκτός φράγμα
Mdo = 37.
Σχήμα 3.2.1: Γραφική piαράσταση 20 εκτιμητών καθώς και της μέσης τιμής τους
για την τιμολόγηση ενός barrier δικαιώματος αγοράς
Παρατηρούμε piως για την piροσομοίωση της κίνησης Brown στον αλγόριθμος
για την τιμολόγηση του barrier δικαιώματος αγοράς, χρησιμοpiοιήθηκε η γέφυρα
Brown. Θα μpiορούσε να χρησιμοpiοιηθεί και η σειριακή piαραγωγή των μονοpiατι-
ών, όpiως θα δούμε όμως είναι αρκετά piιο αργή.
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Σχήμα 3.2.2: Γραφική piαράσταση της θεωρητικής αξίας (μpiλε) και των piροσο-
μοιωμένων τιμών (ροζ) για αυτή, του barrier δικαιώματος αγοράς με κάτω και
εκτός φράγμα Μ=37 συναρτήσει του εpiιτοκίου r ∈ [1, 20]
Σχήμα 3.2.3: Γραφική piαράσταση της θεωρητικής αξίας (μpiλε) και των piροσο-
μοιωμένων τιμών (ροζ) για αυτή, του barrier δικαιώματος αγοράς με το κάτω και
εκτός φράγμα M ∈ [20, 40] με βήμα 0,25
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Σχήμα 3.2.4: Γραφική piαράσταση της θεωρητικής αξίας (μpiλε) και των piροσο-
μοιωμένων τιμών (ροζ) για αυτή, του barrier δικαιώματος αγοράς με την αρχική
αξία της μετοχής να κυμαίνεται στο διάστημα [37, 100]
Σχήμα 3.2.5: Αpiοδεκτά μονοpiάτια της μετοχής κατά την τιμολόγηση
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Στα σχήματα 3.2.2, 3.2.3 και 3.2.4 βλέpiουμε τη συμpiεριφορά της αξίας του piρο-
ϊόντος καθώς μεταβάλλονται οι διάφορες piαράμετροι. Εpiιpiρόσθετα στο γράφημα
3.2.5 βλέpiουμε τα αpiοδεκτά μονοpiάτια κατά την εκτίμηση της αξίας του piαρα-
γώγου.
3.3 Lookback δικαίωμα piώλησης
΄Ενα ακόμη δικαίωμα με γνωστή τιμή και μεγάλη χρήση είναι το lookback δικαίωμα
εpiί μίας μετοχής. Στη piερίpiτωση αυτή, όpiως και στο barrier δικαίωμα, η αpiόδοση
εξαρτάται αpiό την τροχιά της μετοχής καθόλη τη διάρκεια του χρονικού ορίζοντα.
Συγκεκριμένα έχουμε εξάρτηση της αpiόδοσης αpiό την μέγιστη, ή ελάχιστη, τιμή
piου έλαβε η μετοχή κατά το χρονικό διάστημα ζωής του δικαιώματος [0, T ]. Στο
lookback δικαίωμα piώλησης ο piωλητής δικαιούται να piουλήσει τη μετοχή του
στην μέγιστη τιμή piου έλαβε αυτό το διάστημα. Αξίζει να σημειωθεί piως εδώ δεν
υpiάρχει συγκεκριμένη piροσυμφωνημένη τιμή όpiως στις piροηγούμενες piεριpiτώσεις.
Εpiομένως η αpiόδοση αυτού του piροϊόντος θα είναι
Vlookback(T ) = ( max
0≤t≤T
S(t)− S(T ))+





Για να υpiολογιστεί αυτή η μέση τιμή αρκεί να βρεθεί η κατανομή της μέγιστης
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Γνωρίζουμε piως η εύρεση της κατανομής της μέγιστης τιμής της κίνησης Brown
B(t) με piαράμετρο drift µ ανάγεται, μέσω του μετασχηματισμού Girsanov, στην
εύρεση της κατανομής της μέγιστης τιμής της τυpiικής κίνησης Wiener, η οpiοία
υpiολογίζεται μέσω του κανόνα της Ανάκλασης. Τελικά η κατανομή θα είναι [6]
P[ max
0≤t≤T









και η μέση τιμή υpiολογίζεται να είναι
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Εpiομένως, δεδομένης της 3.3.1, ο υpiολογισμός της θεωρητικής αξίας του lookback
δικαιώματος piώλησης είναι εφικτός.
Ας υpiοθέσουμε piως εpiιθυμούμε να εκτιμήσουμε την αξία του δικαιώματος με τη
χρήση της μεθόδου Monte Carlo. Μεγάλη σημασία για την εκτίμηση σε αυτή τη
piερίpiτωση έχει η διαμέριση του διαστήματος. ΄Οσο piιο λεpiτή διαμέριση κάνουμε
στο χρονικό μας διάστημα τόσο καλύτερη εκτίμηση θα λάβουμε, καθώς θα έχου-
με piροσεγγίσει καλύτερα την μέγιστη τιμή της μετοχής σε κάθε μονοpiάτι. Ο
αλγόριθμος της μεθόδου είναι ο ακόλουθος
Αλγόριθμος τιμολόγησης ενός Lookback δικαιώματος piώλησης
1. Παίρνω μία διαμέριση του [0, T ] την 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tk = T
2. Για i = 1, . . . n
Παράγω k ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές Zi v N(0, 1)
Θέτω Smax = S0 και
Για j = 1, . . . , k
Θέτω Wtj = Wtj−1 +
√
tj − tj−1Zj




Αν Si(tj) > Smax
Smax = Si(tj)
Θέτω Ci = e−rT (Smax− Si(T ))
3. Θέτω Cˆn = 1n
∑n
i=1 Ci
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Εφαρμογή
Ας υpiοθέσουμε piως εpiιθυμούμε να τιμολογήσουμε ένα lookback δικαίωμα piώλη-
σης, εpiί μίας μετοχής piου η δυναμική της piεριγράφεται αpiό το μοντέλο Black&Scholes,
με την μέθοδο Monte Carlo. Υpiοθέτουμε piως η αρχική τιμή της μετοχής είναι
S0 = 40€, το εpiιτόκιο της αγοράς είναι r = 0.04, η μεταβλητότητα σ = 0.2 και ο
χρόνος ζωής του piροϊόντος μας είναι T = 1 έτος. Η θεωρητική τιμή του piροϊόντος
αυτού υpiολογίζεται σύμφωνα με την piροαναφερθείσα ανάλυση να είναι
Vlookback(0) = 5.998
Στη συνέχεια κάνουμε εκτίμηση με χρήση της μεθόδου Monte Carlo. Παίρνουμε
μία διαμέριση του διαστήματος [0, 1] και piαράγουμε διαδοχικά τις τιμές της μετοχής,
ελέγχοντας αν η νέα τιμή είναι μεγαλύτερη αpiό όλες τις piροηγούμενες. Με ακρίβεια
δύο εκατομμυρίων εpiαναλήψεων, λάβαμε 20 εκτιμητές για την αξία του piαραγώγου
οι οpiοίες φαίνονται στο σχήμα 3.3.1. Η μέση τιμή των εκτιμητών αυτών έδωσε
την εκτίμηση της αξίας να είναι V estlookback(0) = 5.984€ και η διαμέριση του χρόνου
έγινε ανά 0.001.
Σχήμα 3.3.1: Γραφική piαράσταση 20 εκτιμητών καθώς και της μέσης τιμής τους
για την τιμολόγηση ενός Lookback δικαιώματος piώλησης
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Σχήμα 3.3.2: Γραφική piαράσταση θεωρητικών (μpiλε) και εκτιμώμενων (ροζ) αξιών
του Lookback δικαιώματος piώλησης για το άνευ ρίσκου εpiιτόκιο r να ανήκει στο
διάστημα [0.01, 1]
Σχήμα 3.3.3: Γραφική piαράσταση θεωρητικών (μpiλε) και εκτιμώμενων (ροζ) αξιών
του Lookback δικαιώματος piώλησης καθώς η αρχική αξία της μετοχής κυμαίνεται
στο διάστημα [10, 80]
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Συνεχίζοντας στο σχήμα 3.3.2 βλέpiουμε τις τιμές piου λάβαμε για την εκτίμηση
της αξίας του Lookback δικαιώματος piώλησης με κουκκίδες (ροζ) και την θεω-
ρητική τιμή του piροϊόντος (μpiλε) όταν το άνευ ρίσκου εpiιτόκιο κυμαίνεται μεταξύ
0.01 και 1. Αξίζει να piαρατηρηθεί piως το ότι η εκτιμώμενη αξία για κάθε τιμή
του εpiιτοκίου βρίσκεται κάτω αpiό την θεωρητική, είναι αpiόλυτα λογικό, αφού η
piραγματική μέγιστη τιμή της μετοχής στα μονοpiάτια piου piροσομοιώθηκαν είναι
piρακτικά αδύνατο να βρεθεί ακριβώς, λόγω της διαμέρισης του συνεχούς χρόνου.
΄Ομοια στο σχήμα 3.3.3 βλέpiουμε piως κινείται η αξία του piροϊόντος καθώς η αρχική




Μέχρι τώρα τιμολογήσαμε piαράγωγα piροϊόντα με γνωστή θεωρητική τιμή. Η
ύpiαρξη θεωρητικής τιμής δυστυχώς δεν είναι piάντοτε εφικτή. Αυτές είναι οι piερι-
piτώσεις piου οι εκτιμήσεις των αξιών με τη μέθοδο Monte Carlo είναι εξαιρετικά
χρήσιμες. Στο piαρόν κεφάλαιο θα τιμολογηθούν piαράγωγα αυτής της κατηγο-
ρίας. Για την τιμολόγηση μας υpiοθέτουμε piως στην αγορά piαραμένει να υpiάρχει
ένας καταθετικός λογαριασμός, ένα άνευ ρίσκου εpiιτόκιο και οι η δυναμική των
μετοχών χαρακτηρίζεται αpiό το μοντέλο Black&Scholes.
4.1 Double Barrier δικαίωμα αγοράς
Η piρώτη piερίpiτωση piου θα εξετασθεί σε αυτή την κατηγορία είναι το Double
Barrier δικαίωμα αγοράς. Στο piροηγούμενο κεφάλαιο μελετήθηκε το Barrier δι-
καίωμα αγοράς. Σε αυτό το είδος υpiάρχουν δύο φράγματα στην τιμολόγηση, ένα
κάτω και εκτός φράγμα, καθώς και ένα άνω και εντός φράγμα. Ο αγοραστής ενός
δικαιώματος αγοράς αυτής της μορφής εpiί μίας μετοχής, αγοράζοντας το δικαιο-
ύται να αγοράσει την μετοχή την χρονική στιγμή της ωρίμανσης T του piροϊόντος
σε αξία K, υpiό την piροϋpiόθεση ότι η μετοχή δεν έχει piέσει κάτω αpiό το κάτω και
εκτός φράγμα Mdo, αλλά και υpiό την piροϋpiόθεση ότι δεν θα ξεpiεράσει το άνω και
εντός φράγμα Mui καμία χρονική στιγμή κατά τη διάρκεια ζωής του piροϊόντος.
Η ονομασία των φραγμάτων piροέρχεται αpiό την μορφή της αpiόδοσης, όpiως στο
αpiλό barrier δικαίωμα. Η αpiόδοση του piαραγώγου εν γένει είναι της μορφής
V2barr(Τ) = I{S(t)>Mdo&S(t)<Mui ∀t∈[0,T ]}(S(t)−K)+
Αντίστοιχα η αξία του την χρονική 0 θα είναι
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V2barr(0) = e
−rΤEβ [I{S(t)>Mdo&S(t)<Mui ∀t∈[0,T ]}(S(T )−K)+]
Ο αλγόριθμος piου θα χρησιμοpiοιηθεί για την τιμολόγηση ενός piροϊόντος αυτής
της μορφής με αρχική αξία S(0), piαραδοτέα τιμή K, με άνευ ρίσκου εpiιτόκιο r
και μεταβλητότητα σ ανά τετραγωνική μονάδα έτους, με χρόνο ζωής T έτη και
φράγματα Mdo και Mui είναι ο ακόλουθος
Αλγόριθμος τιμολόγησης ενός Double Barrier δικαιώματος αγοράς
1. Για q = 1, . . . , n
Παράγω Z1, . . . Zm v N(0, 1) με τη μέθοδο Box Müller
Θέτουμε h = 2m, jmax = 1, Wh =
√
thZh, t0 = 0, W0 = 0
Για k = 1, . . . ,m θέτουμε
imin = h/2, i = imin, l = 0, r = h
για j = 1, . . . , jmax θέτουμε
a = ((tr − ti)Wl + (ti − tl)Wr)/(tr − tl)
b =
√
(ti − tl)(tr − ti)/(tr − tl)
Wi = a+ bZi




Αν Sq(ti) ≤ 37 ή Sq(ti) ≥ 47 ; ΘέτωCq = 0 ; Σταματάω
Αλλιώς
Θέτω i = i+ h ; l = l + h ; r = r + h ; jmax = 2 ∗ jmax ; h = imin




Θέτω Ci = e−r T (Si(T )−K)+






Ας υpiοθέσουμε piως εpiιθυμούμε να εκτιμήσουμε την αξία ενός piροϊόντος αυτής
της μορφής εpiί μία μετοχής την χρονική στιγμή 0 με piαραμέτρους S(0) = 40€,
K = 40€, r = 0.04, σ = 0.2, T = 1 έτος και φράγματα Mdo = 37, Mui = 47
όpiως ορίστηκαν piροηγουμένως. Διακριτοpiοιούμε τον χρονικό ορίζοντα σε 210
χρονικές στιγμές, ώστε να γίνει η piροσομοίωση του μονοpiατιού σε αυτές και να
ελεγχθεί αν η τιμή της μετοχής piέφτει κάτω του φράγματος Mdo ή αν ξεpiερνάει
την τιμή Mui. Η εφαρμογή αυτού του αλγορίθμου με ακρίβεια δύο εκατομμυρίων
εpiαναλήψεων θα να δώσει 20 εκτιμήσεις για την τιμή του piαραγώγου, οι οpiοίες
φαίνονται στο σχήμα 4.1.1. Η μέση τιμή των εκτιμητών αυτών έδωσε την εκτίμηση
της αξίας να είναι V 2barrest (0) = 0.0865€. Στη συνέχεια στο σχήμα 4.1.2 βλέpiουμε
piως εpiηρεάζεται η αξία του piροϊόντος καθώς η αρχική αξία της μετοχής κυμαίνεται
μεταξύ των δύο φραγμάτων.Τέλος στο σχήμα 4.1.3 piαρουσιάζονται τα μονοpiάτια
της μετοχής piου piροσομοιώθηκαν και είναι εντός των ορίων piου υpiοδεικνύει το
piροϊόν.
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Σχήμα 4.1.1: Γραφική piαράσταση 20 εκτιμητών καθώς και της μέσης τιμής τους
για την τιμολόγηση ενός Double barrier δικαιώματος αγοράς
Σχήμα 4.1.2: Γραφική piαράσταση των εκτιμώμενων (ροζ) αξιών του double barrier
δικαιώματος αγοράς καθώς η αρχική αξία της μετοχής κυμαίνεται στο διάστημα
[37, 47]
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Σχήμα 4.1.3: Αpiοδεκτά μονοpiάτια της μετοχής κατά την τιμολόγηση
4.2 Ασιατικό δικαίωμα αγοράς
΄Ενα ακόμη piροϊόν piου έχει άγνωστη θεωρητική αξία και θα το εκτιμήσουμε με
τις μεθόδους Monte Carlo είναι το ασιατικό δικαίωμα αγοράς. Πρόκειται για ένα
συμβόλαιο piου δίνει στον αγοραστή του το δικαίωμα να αγοράσει τον υpiοκείμε-
νο τίτλο του συμβολαίου στην ωρίμανσή του Τ, στην τιμή Κ. Η αpiόδοση ενός
piροϊόντος αυτής της μορφής εξαρτάται αpiό όλες τις τιμές piου έχει λάβει ο υpiοκε-
ίμενος τίτλος κατά τη διάρκεια ζωής του συμβολαίου, συγκεκριμένα εξαρτάται με
την μέση τιμή όλων των τιμών και η αpiόδοσή του είναι η ακόλουθη για m τιμές
του υpiοκείμενου τίτλου





Εpiομένως η αρχική αξία του δικαιώματος θα δίνεται αpiό την εξίσωση
V (0) = e−rTE[(S −K)+]
Υpiοθέτουμε piως ο υpiοκείμενος τίτλος είναι μία μετοχή piου η δυναμική της piερι-
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για κάθε i = 1, . . . , T όpiου W (t) μία μονοδιάστατη τυpiική κίνηση Brown.
Για να υpiολογίσουμε την αρχική αξία του δικαιώματος θα piρέpiει να piαραγάγουμε
δείγματα της S. Αυτό είναι εφικτό με την piροσομοίωση μονοpiατιών St1 , . . . , Stm
και εν συνεχεία με τον υpiολογισμό της μέσης τιμής τους. Αν υpiοθέσουμε piως
εpiιθυμούμε να τιμολογήσουμε ένα piροϊόν αυτής της μορφής με αρχική αξία S(0),
piαραδοτέα τιμήK, με άνευ ρίσκου εpiιτόκιο r και μεταβλητότητα σ ανά τετραγωνική
μονάδα έτους, με χρόνο ζωής T έτη, ο αλγόριθμος χρησιμοpiοιήσουμε είναι ο
ακόλουθος
Αλγόριθμος εκτίμησης της αξίας του Ασιατικού δικαιώματος αγοράς
1. Παίρνω μία διαμέριση του [0, T ] την 0 = t1 ≤ . . . ≤ tk = T
2. Για i = 1, . . . , n
Παράγω m ανεξάρτητες Zi v N(0, 1) με τη μέθοδο Box-Müller
Θέτω S(t1) = S(0)
Για j = 1, . . . ,m




Θέτω S = 1m
∑m
i=1 S(ti)
Θέτω Ci = e−rT (S −K)+
3. Θέτω Cˆn = 1n
∑n
i=1 Ci
όpiου piροφανώς Cˆn η εκτίμηση για την αξία του piροϊόντος
Εφαρμογή
Ας υpiοθέσουμε piως θέλουμε να εκτιμήσουμε την αξία ενός ασιατικού δικαιώματος
αγοράς εpiί μίας μετοχής με τις piαραμέτρους όpiως piεριγράφηκαν piροηγουμένως να
λαμβάνουν τις τιμές S0 = 40€, K = 40€, T = 30 ημέρες ή αλλιώς T = 30365
έτη, r = 0.05 και σ = 0.2. Με ακρίβεια εκατό χιλιάδων εpiαναλήψεων λάβαμε 20
εκτιμήσεις για την αξία του piροϊόντος, με την διαμέριση του χρόνου να έγινε ανά
0.003, τις οpiοίες βλέpiουμε στο σχήμα 4.2.1. Η μέση τιμή αυτών των εκτιμητών
είναι Vasian(0) = 0.559. Στη συνέχεια στα σχήματα 4.2.2 και 4.2.3 βλέpiουμε τη
συμpiεριφορά της αξίας του piροϊόντος συναρτήσει διαφόρων τιμών για την αρχική
αξία της μετοχής, καθώς και για διάφορες τιμές άσκησης του δικαιώματος.
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Σχήμα 4.2.1: Γραφική piαράσταση 20 εκτιμητών καθώς και της μέσης τιμής τους
για την τιμολόγηση ενός ασιατικού δικαιώματος αγοράς
Σχήμα 4.2.2: Γραφική piαράσταση εκτιμώμενων (ροζ) αξιών του ασιατικού δικαι-
ώματος αγοράς καθώς η αρχική αξία της μετοχής κυμαίνεται στο διάστημα [10, 80]
4.3. ΑΣΙΑΤΙΚΟΔΙΚΑΙΩΜΑΑΓΟΡΑΣΜΕΧΡΗΣΗΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ ΕΛΕΓΧΟΥ73
Σχήμα 4.2.3: Γραφική piαράσταση εκτιμώμενων (ροζ) αξιών του ασιατικού δικαι-
ώματος αγοράς καθώς η τιμή άσκησης κυμαίνεται στο διάστημα [0, 50]
4.3 Ασιατικό δικαίωμα αγοράς με χρήση με-
ταβλητής ελέγχου
Είδαμε στην piροηγούμενη ενότητα piως η εκτίμηση της αξίας ενός ασιατικού δικαι-








Γνωρίζουμε piως η S είναι μία γεωμετρική κίνηση Brown. Η εκτίμηση της αξίας
όpiως είδαμε αpiαιτεί την piροσομοίωση μονοpiατιών της μετοχής καθώς δεν υpiάρχει
θεωρητική τιμή για το piροϊόν αυτό. Ωστόσο, γνωρίζουμε piως δικαιώματα εpiί του







τιμολογούνται ακριβώς, καθώς η κατανομή του γεωμετρικού μέσου όpiως θα δούμε
είναι η λογαριθμοκανονική.
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Πράγματι έστω ότι κάθε χρονική στιγμή η μετοχή λαμβάνει την τιμή
S(ti) = S(0)e
(r− 12σ2)ti+σW (ti)
για 0 = t1 ≤ . . . ≤ tk = T όpiου W μία τυpiική κίνηση Brown. Τότε για τον











i=1[(r− 12σ2)ti+σW (ti)] (4.3.1)
Γνωρίζουμε piως η 4.3.1 θα ακολουθεί την κανονική κατανομή, με piαραμέτρους












T ′ , σ2




Εν συνεχεία αpiοδεικνύεται piως η αξία του ασιατικού δικαιώματος αγοράς εpiί του


































Εpiομένως η αξία του μpiορεί να υpiολογιστεί αναλυτικά. Ο αλγόριθμος της μεθόδου
είναι ο ακόλουθος
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Αλγόριθμος εκτίμησης της αξίας του Ασιατικού δικαιώματος αγοράς
1. Παίρνω μία διαμέριση του [0, T ] την 0 = t1 ≤ . . . ≤ tk = T
2. Για i = 1, . . . , n
Παράγω m ανεξάρτητες Zi v N(0, 1) με τη μέθοδο Box-Müller
Θέτω S(t1) = S(0)
Για j = 1, . . . ,m




Θέτω SA = 1m
∑m
i=1 S(ti)




Θέτω CAi = e
−rT (SA −K)+
Θέτω CGi = e
−rT (SG −K)+






















Θέτω Cj = CAi − b(CGi − E[CGi ])
Εφαρμογή
Ας δούμε piως μpiορούμε να τιμολογήσουμε το ασιατικό δικαίωμα αγοράς εpiί του
αριθμητικού μέσου, piου τιμολογήθηκε στην piροηγούμενη ενότητα, με μεταβλητή
ελέγχου το ασιατικό δικαίωμα εpiί του γεωμετρικού μέσου αυτή τη φορά. Στη θέση












Sˆ1,i + · · ·+ Sˆ20,i
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και E[X] = VG(0) η θεωρητική τιμή του ασιατικού δικαιώματος εpiί του γεωμετρι-
κού μέσου, piου υpiολογίζεται ακριβώς.
Τιμολογώντας ξανά το piαράγωγο της piροηγούμενης ενότητας με τις ίδιες piαρα-
μέτρους καταλήγουμε σε piολύ ενδιαφέροντα αpiοτελέσματα. Ας υpiοθέσουμε piως
θέλουμε να εκτιμήσουμε την αξία ενός ασιατικού δικαιώματος αγοράς εpiί μίας με-
τοχής με τις piαραμέτρους όpiως piεριγράφηκαν piροηγουμένως να λαμβάνουν τις
τιμές S0 = 40€, K = 40€, T = 30 ημέρες ή αλλιώς T = 30365 έτη, r = 0.05
και σ = 0.2. Με ακρίβεια χιλίων εpiαναλήψεων για κάθε εκτίμηση βλέpiουμε στο
σχήμα 4.3.1 με μpiλε κουκκίδες τις εκτιμήσεις του ασιατικού piροϊόντος χωρίς μετα-
βλητή ελέγχου, ενώ με ροζ χρώμα φαίνονται οι τιμές της εκτιμήτριας μεταβλητής
ελέγχου. Η διαμέριση του χρόνου έγινε ανά h = 0.01. ΄Οpiως piαρατηρούμε αpiό
το σχήμα η διασpiορά της εκτιμήτριας μεταβλητής ελέγχου είναι piράγματι piολύ
μικρότερη αpiό αυτή της συμβατικής εκτιμήτριας.
Σχήμα 4.3.1: Γραφική piαράσταση εκτιμώμενων αξιών του ασιατικού δικαιώματος
αγοράς χωρίς μεταβλητή ελέγχου (μpiλε) και με μεταβλητή ελέγχου (ροζ)
Κεφάλαιο 5
Συμpiεράσματα
Σκοpiός της piαρούσας διpiλωματικής εργασίας ήταν η χρήση μεθόδων Monte Carlo
για την τιμολόγηση χρηματοοικονομικών piροϊόντων. Οι piροαναφερθείσες μέθοδοι
μελετήθηκαν σε θεωρητικό, αλλά και σε piρακτικό εpiίpiεδο με εφαρμογές διάφορα
piαράγωγα piροϊόντα. Μέσω της ανάλυσης και της εφαρμογής τους εξάγαμε κάpiοια
piολύ ενδιαφέροντα αpiοτελέσματα.
Αρχικά είδαμε piόσο καλή εφαρμογή έχουν στην εκτίμηση οpiοιασδήpiοτε μέσης τι-
μής. Για να εφαρμοστούν λοιpiόν στην τιμολόγηση των piροϊόντων, έpiρεpiε να αξία
τους να μpiορεί να εκφραστεί ως μία μέση τιμή. Είδαμε piως αυτό είναι piράγμα-
τι εφικτό, και piροχωρήσαμε στην εφαρμογή των μεθόδων χρησιμοpiοιώντας άνευ
ρίσκου μέτρα piιθανότητας.
Κατά την τιμολόγηση piροϊόντων με γνωστές θεωρητικές τιμές συμpiεράναμε piως
piράγματι οι εκτιμήσεις αυτών των μεθόδων είναι εξαιρετικά ακριβείς. Γνωρίζοντας
αυτό, piροχωρήσαμε στην τιμολόγηση piροϊόντων με άγνωστη μέση τιμή, όpiου
piλέον είμαι βέβαιοι piως θα φανερώνουν την piραγματική τιμή των piροϊόντων με
σχεδόν αμελητέα αpiόκλιση.
Τέλος έγινε μία εφαρμογή της μεθόδου ελάττωσης διασpiοράς με τη χρήση εκτι-
μήτριας μεταβλητής ελέγχου για την τιμολόγηση του ασιατικού δικαιώματος αγο-
ράς. Παρατηρήθηκε piως piράγματι η νέα εκτιμήτρια της αξίας του piροϊόντος είχε
piολύ μικρότερη διασpiορά αpiό την συμβατική εκτιμήτρια για την αξία.
Η piαρούσα εργασία δημιουργεί σε αρκετά σημεία piροοpiτικές για μελλοντική ερ-
γασία piάνω στο συγκεκριμένο αντικείμενο. Μία piρώτη ενδιαφέρουσα piροέκταση
θα ήταν να μελετηθεί piως λειτουργούν οι μέθοδοι Monte Carlo σε piεριpiτώσεις
ύpiαρξης ρίσκου. Εpiιpiρόσθετα, μία ακόμη piιο ελκυστική piροέκταση θα ήταν η
τιμολόγηση των δικαιωμάτων αγοράς αμερικάνικου τύpiου.
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z<-vector(mode="numeric",length=n) #kanoniko tupiko dianisma
x<-seq(from=1, to=n, by=2)
for(i in x){

























80 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ













Αλγόριθμος piαραγωγής n μονοpiατιών της κίνησης Brown με γέφυρα στο
διάστημα [0, 1] με διαμέριση 2m
brownianBridge<-function(m,n){


























Αλγόριθμοε piαραγωγής μονοpiατιού αpiό την γεωμετρική κίνηση Brown
BrownianMotionGeometric<-function(n,t0,T,h,r,s){
times<-seq(from=t0, to=T, by=h)










Αλγόριθμος τιμολόγησης ενός ευρωpiαϊκού δικαιώματος αγοράς. εpiιστρέφει μία
εκτίμηση για piροϊόν με διάρκεια ζωής [0, T ]
european_long_call_option<-function(n,T,s0,K,r,s){
# n to plithos twn ektimisewn
# s metavlitotita
# sT dianusma timwn
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Αλγόριθμος τιμολόγησης ενός Barrier δικαιώματος αγοράς
barrier_long_call_option<-function(d,n,m,T,s0,K,epitokio,s,M){
# d to plithos twn ektimitwn
# m to 2^m pou tha ginei h diamerisi tou sunolou
# n to plithos twn monopatiwn pou thelw
# s metavlitotita
# M to katw fragma
times<-seq(from=0, to=T, by=(1/(2^m)))
sT<-matrix(, nrow=n, ncol=length(times)) #times gia kathe ektimisi
c<-vector(mode="numeric", length=n) #apodosi












































Αλγόριθμος τιμολόγησης ενός Barrier δικαιώματος αγοράς σειριακά
barrier_long_call_option_seiriaka<-function(n,m,T,s0,K,epitokio,s,M){
# d to plithos twn ektimitwn
# m to 2^m pou tha ginei h diamerisi tou sunolou
# n to plithos twn monopatiwn pou thelw
# s metavlitotita
# M to katw fragma
times<-seq(from=0, to=T, by=(1/m))
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Αλγόριθμος τιμολόγησης ενός Lookback δικαιώματος piώλησης
lookback_option<-function(n,T,s0,r,s,h){
# n plithos ektimisewn
# s metavlitotita
# c dianusma apodosewn
times<-seq(from=0, to=T, by=h)



















Αλγόριθμος τιμολόγησης ενός Double Barrier δικαιώματος αγοράς
barrier2_long_call_option_plot_ektimitwn<-
function(d,n,m,T,s0,K,epitokio,s,f,F){
# d to plithos twn ektimitwn
# m to 2^m pou tha ginei h diamerisi tou sunolou
# n to plithos twn monopatiwn pou thelw
# s metavlitotita # F to anw fragma
# f to katw fragma
times<-seq(from=0, to=T, by=(1/(2^m)))
sT<-matrix(, nrow=n, ncol=length(times)) #times gia kathe ektimisi
c<-vector(mode="numeric", length=n) #apodosi
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Αλγόριθμος τιμολόγησης ενός ασιατικού δικαιώματος αγοράς
asian_call_option<-function(n,T,s0,K,r,s,h){
# m to plithos twn ektimitwn #





















Αλγόριθμος τιμολόγησης ενός ασιατικού δικαιώματος αγοράς με τη βοήθεια μίας
εκτιμήτριας μεταβλητής ελέγχου
asian_call_option_control_geom<-function(d,n,T,s0,K,r,s,h){
# m to plithos twn ektimitwn
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